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OUTILS MATHÉMATIQUES 


I. Éléments d’analyse vectorielle 
l.l. Coordonnées cartésiennes 



M est l’intersection de trois lignes de 
coordonnées : 



Déplacements élémentaires sur le 
trièdre local : 





Découpage des surfaces élémentaires. Volume élémentaire. 

1.2. Opérateurs différentiels et relations intégrales 

Le gradient d’un champ scalaire U(x,y,z) est donné par la relation suivante : 


3 ou - ou - ou - 

grad l/ = V U = — e x + — e y +— e z 
dx dy dz 

Avec dL/ = gradl/* dr. 

L’opérateur divergence d’un champ vectoriel, 


V- V x (x } y,z)e x + V y (x t y i z)e y + V z (x } y,z)e z est donné par la relation 
suivante : 


div V = V • \/ = 


dx dy 


+ 


dz 
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il 


L’opérateur rotationnel d’un champ vectoriel, 

V- V x (x,y,z)e x + V y (x,y,z)e y + v z (x,y,z)e z est donné par la relation 

Cl lîv/o ntû • 


suivante : 

rot V = V a V = 


~dV z dV y ~ 

e v + 



'^y__dV^ 

dy dz 

X 

. dz dx 

e y + 

dx dy 


AU-- 


= div(^dU) = ^ + ^ + ^ 
dx 2 dy 2 dz 2 

Par extension, le laplacien s’applique aussi à un champ vectoriel selon : 




dx 2 dy 2 3 z 2 


-e„ +- 


dx 2 dy 2 dz 2 ° y ' dx 2 dy 2 ' dz 2 " z 

Propriétés et relations entre opérateurs 

rôt (rôt t?) = grâd(divÿ ) -AV 

rot(gradUj = Ô 
div(ïôtî7) = 0 

9râd(^i^)=U 2 g^id(^i) + t/ 1 güd((; 2 ) 

div(uu) = Udiv V+ V ■ gradL/ 

div(\^ a V 2 ) =V Z • rôt ■ rôt V z 

rôt ( U V) = U rôt V + grid U a V 

grad(l/ 1 l/ 2 ] = \/ 1 A rot V z + V 2 a rot ^+(1^ •gridjù; + (^-grid)î^ 

rot(î^ A^)=^(div V z )-V 2 (db, ^)-(v^ grâd)t^ + (vÇ.grid)i^ 

1.4. Coordonnées cylindriques 
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lignes de coordonnées. 



Découpage des surfaces 
élémentaires. 



Valeur approchée des aires des surfaces 
élémentaires. 



Découpage des volumes. 



Valeur approchée du volume élémentaire. 


/.5. Expression des opérateurs différentiels en coordonnées 
cylindriques 

Le gradient d’un champ scalaire U(p,Q,z) est donné par la relation suivante : 

dU - 1 dU- dU - 

gradin — e p +-— e 0 + — e z 
dp p 30 dz 

L’opérateur divergence d’un champ vectoriel, 

\/p(p,0,z)ep 4 - V Q (p, 0, z) e 0 + V z (p,0,z) e z est donné par la relation suivante : 

.. r . i^(pVp) iav 8 dv, 

div V — — - — — + 2- + — £ 

p 3p p 30 3z 

L’opérateur rotationnel d’un champ vectoriel, 

V p (p,0,z) e p + \/ e (p,0,z)e e + V z (p,0,z) e z est donné par la relation suivante : 
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rotU = 


_p 30 3 z 


1 3 (P^e) 

P dp 


_Üt 

30 


On + 


e 2 


dz 


0p 


ee + ... 


L’opérateur laplacien d’un champ scalaire U(p,0,z) est donné par la relation 
suivante : 


A 


u.Ii.fpiü’l 

P dp V dp J 


+ J _d^U 3 2 _U 
p 2 30 2 + 3 z 2 


1.6. Coordonnées sphériques 


Axe Oz 



M est l’intersection de trois lignes 



Déplacements élémentaires sur les 
lignes de coordonnées. 



Découpage des surfaces. 



Définition du trièdre orthonormé local. 



Valeur approchée des aires des surfaces 
élémentaires. 
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Découpage des volumes. 


Valeur approchée du volume 
élémentaire. 


1.7. Expression des opérateurs différentiels en coordonnées 
sphériques 

Le gradient d’un champ scalaire L/(r, 0, cp) est donné par la relation suivante : 

"j . . dU- 13U- 1 dU- 

grad U = — e r + -— ee + — : — — e<p 
3r r 30 rsine 3cp 

L’opérateur divergence d’un champ vectoriel, 

( r , 0, q>) e r + \/ e (r,e,(p)e 0 + V^r.G.cp) est donné par la relation suivante : 

div p_ 1 9 K) | 1 [ d(sinev 9 ) < 3VJ 

r 2 dr rsine | 39 3<p 

L’opérateur rotationnel d’un champ vectoriel, 

V p (r,0,(p)e r + \Z 0 (r,0,<p)e 0 + v^r, 0,9)^ est donné par la relation suivante : 


rot V = - 


1 

3 (sine 1^,) 

i 

ro 

- 1 
Or + — 
r 

3 v r 

«K)' 

rsin0 

30 

3cp 

sin0 3(p 

dr 


ee + ... 


1 

r 


d(fVe) dU f 
dr 30 


L’opérateur laplacien d’un champ scalaire L/(r,0,(p) est donné par la relation 
suivante : 




r dr\ dr J r 2 sin0 30 


1 3 [ . a dU] 1 d 2 U 

1 sm0 — +- 


30 J r 2 sin 2 0 3(p 2 


2 . Relations intégrales 

2.1. Définitions 

Circulation C d’un champ de vecteurs le long d’un contour orienté C : 

C= jÂ-dé 
e 

Flux d’un champ de vecteurs à travers une surface orientée S = S n : 

•-il*-® 

5 


il 
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2.2. Relations entre formulations intégrales 
Relation de Stokes : 

5 e 

Le contour orienté C s’appuie sur la surface orientée S. 

Relation d’Ostrogradski : 

Le flux d’un champ vectoriel à travers une surface fermée (qui délimite un 
volume Vol.) s exprime en fonction de l'intégrale (sur ce volume) de la 
divergence de ce champ par la relation d’Ostrogradski selon : 


3 . Notions d’analyse de Fourier 

3.1. Généralités 

Le nombre complexe j est tel que j 2 = -1 . 

Toute fonction f(t) périodique de période T (satisfaisant aux conditions de 
Dirichlet) peut se décomposer sous la forme : 


( W- a o + y, a„ cos ncüf + b n sin neuf 


30=^ j f(t)dt 

«i 

2 *i +r 

a n=Y j f{t)cos(ncùt)dt ne N* 
f, 

2 ,,+7 " 

b n = j J f(t)s\n(n<ùt)dt ne N* 

't 


La pulsation Cù = y représente la pulsation du mode fondamental, les multiples 
portent le nom d’harmoniques. 

Une fonction paire ne présente pas de terme en sinus. 

Une fonction impaire ne présente pas de terme en cosinus. 

Dans le domaine symbolique la fonction f(t) associée à f_(t) se décompose sous 
la forme : 


m=Y J c n e lna ‘ 


n=-oo 
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Les coefficients c n sont donnés par : 

t 0 +T 

£n=y jlWé-Wdt ne N 
*0 

Le tracé du module des coefficients |c n | = y]a^ + b* en fonction des pulsations 
/ICO représente le spectre en fréquence de la fonction. 

La valeur efficace d’un signal f(t) est donné par : 

Y n = 1 

Cas d’une fonction sinusoïdale f(t) = /4cos(cof + cp) : 



3.2. Décompositions en série de Fourier de fonctions usuelles 






S. \ 


s 
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4. Formules trigonométriques et hyperboliques 

4.1. Définitions 


sin; 


2 J 

tanx = 


(e* + e-*) 

coshx = -i(e x + e _x ) 

( 1 e '* - e~ ix ) 

sinhx =— ( e x -e~ x ) 


2 ' > 


sinx 

cosx 


4.2. Propriétés 

DS 
1 


cos 2 x + sin 2 x = 1 


cos 2 x 


= 1 + tan 2 x 


1 


sin 2 x 


= 1 + cotan 2 x 


tanhx = 


sinhx 

coshx 


cosh 2 x-sinh 2 x = 1 
1 = 1 - tanh 2 x 


cosh 2 x 
1 


sinh 2 x 


= cotanh 2 x-1 


(cos x + j sin x) n = cos nx + js\nnx 
cos(x + y) = cos xcos y - sin xsin y 
cos(x-y) = cosxcosy + sinxsiny 
sin(x + y) = sin xcos y 4 - sin y cos x 
■ sin( x - y) = sin x cos y - cos x sin y 


(coshx+ ysinhx) n = cosh nx+ sinh nx 
cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh xsinh y 
cosh(x- y) = cosh x cosh y - sinh xsinh y 
sinh(x + y) = sinhxcoshy + coshxsinhy 
sinh(x-y) = sinh x cosh y - coshxsinhy 


tan(x + y)= tanx + tan >' 
1- tanxtany 

tanh(x + y)- ta nhx+tanhy 
1-tanhxtanhy 

tan(x-y)- tanx -^y 
1 + tanxtany 

tanh(x-y)- tanhx "tanhy 
1-tanhxtanhy 

„ 1 + COS2X 
cos X = 

2 

cosh 2 x- 1 + cosh2x 
2 

sin 2 x= 1-cos 2* 
2 

sinh 2 x= cosh2x-1 
2 

tan 2 1_cos2;f 
1 + cos2x 

tanh 2 x- cosh2x-1 
1 + cosh2x 


cos p + cos q = 2 cos B 1 R CO s 

2 2 


cosh p + cosh q = 2 cosh^i^ cos h 

2 2 


Mécanique 


^ . p+o . D- Q 

cos p - cos q = - 2 sin - — - sin- — - 
H H 2 2 

cosh p - cosh q = 2 sinh ^ sinh---— 

. p+q p-q 

sinp + sinq = 2sin- — - cos- — - 

22 

sinh p+ sinh q = 2 sinh-——- cosh-2 — 2 
H 4 2 2 

p+q • P~Q 
sinp-sinq = 2cos- — - sin- — - 

H w 2 2 

sinh p - sinh q = 2 sinh- — - cosh -^-5 
2 2 

sin(p + q) 

tan p + tan q = 

cos p cos q 

sinh(p+q) 

tanh p + tanh q = — 

cosh p cosh q 

sin (p-q) 

tan p - tan q = 

cos p cos q 

tanhp-tanh,. sinh ^-°> 
cosh p cosh q 

cos a cos b = ~ (cos (a + b) + cos (a - b)) 

cosh a cosh b = ^ (cosh (a + b) + cos (a - b)) 

sinasinb = -l(cos(a + b) - cos(a + b)) 

sinh asinh b = -l(cos (a + b) - cos (a - b)) 

sinacos b = ^(sin(a + b) + sin (a - b)) 

sinhacoshb = -l(sinh(a + b) + sinh(a-b)) 


5. Développements limités usuels au voisinage de 0 

XI X 2 X n 

e = l + x + — + ...+ — + ... 


2 n! 

x 2 x 4 x 2n 

cosh x = I + h — + ... + 1- ... 

2 4 ! 2 n! 

3 2 n+l 

sinhx = 1 + — + ... + — + ... 

3 ! - - 


(2n + l)! 


2n 


X 2 X A , lN n X" 

COSX = l 4- + ...+ (-1) + ... 

24! V ' 2n! 

x 3 x 2 ^ 

sin x = x + ... + (- I) n — 

3! ; (2n + l)! 


+ ... 


(I + x) a = I + ax + a(a - 1) — + ... + a(a - 1) ... (a - n + 1) — + ... 


n! 


= l-x-f-x 2 - x 3 + ... + (-l) n x n ... 


(l + x) 

. X X 2 x 3 , X n 

ln(l + x) = x — — + — ... + (-1) — + ... 

2 3 n 

x 3 x 5 x 2n+l 

5 W 3 5 2 n + l 

x 3 x 5 x 2n+l 

W 3 5 2 n + 1 

I x 3 4» x 5 

6 V ; 2 3 2 4 (2 !) 2 5 v ‘ 

A . _ I x 3 4 ! x 5 , , ( 2 n)! x 2n +l , 

Arcsm(x) = x H + — : 5 + ... + - 5 -— ; - , - — + ... 

2 3 2 4 (2 î) 5 2 2 (n !) 2 2 n + \ 


(2n)! x 2/1+1 

2 2 >!) 2 2n + l 


+ ... 
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6. Primitives usuelles 

Fonctions 

Primitives 

sin(x) 

cos(x) 

cos(x) 

sin(x) 

e“ 

1 ex 

— e 
c 

1 

sin 2 (x) 

-cotan (x) 

1 

cos 2 (x) 

tan (x) 

sinh(x) 

cosh(x) 

cosh(x) 

sinh(x) 

ln(x) 

xln(x)-x 

tanh(x) 

Incosh(x) 

cotanh(x) 

ln|sinh(x)| 

tan(x) 

-ln|cos(x)| 

cotan (x) 

ln|sin(x)| 

1 

cosh 2 (x) 

tanh (x) 

1 

sinh 2 (x) 

-cotanh (x) 

1 

l + x 2 

Arctan (x) 

1 

a 2 +x 2 

— Arctan (— ) 
0 a 

1 

1-* 2 

Argtanh(x) 

1 

Vl-x 2 

Arcsin(x) 

1 

n/Ô 2 - x 2 

Arcs in (~) 
a 

1 

Vl + x 2 

Argsinh(x) 

1 

L 

Argcosh(x) 
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DESCRIPTION DU MOUVEMENT ET 
PARAMÉTRAGE D’UN POINT 

1. Espace et temps d’un observateur 

La cinématique a pour objet la description des mouvements des systèmes 
matériels, indépendamment des causes qui les produisent. Elle s’appuie sur deux 
notions fondamentales, celles de solide invariable et de temps. 

• A un solide invariable pris comme référence est attaché un système d’axes 
de coordonnées. Ce système d’axe de coordonnées muni d’un repère 
chronologique va définir le référentiel d’étude 9t. On attache à ce solide de 
référence la notion d’observateur fixe lié à ce solide. 

• Un repère est l'ensemble formé d’un point, pris comme origine, et d’une base 
de projection (ë X) ,ë yi ,e Zt ) . Un même mouvement dans un référentiel 91 peut 

être décomposé selon des repères différents (0],ë xl ,ë yl ,ë 2 |) ou 

(O 2 , ë x 2 » C y 2 » c z 2 ) . Il existe de ce fait une infinité de repères possibles pour un 
même référentiel. 

• Le repère chronologique permet de déterminer si deux événements sont 
simultanés ou se succèdent dans le temps. L’intervalle de temps marquant un 
événement physique est indépendant du référentiel considéré en mécanique 
Newtonienne. On dit qu’il y a universalité du temps. 

• On appelle trajectoire d’un point P relative à un référentiel 9t l’ensemble des 
points fixes de 91 avec lesquels le point P vient en coïncidence dans la succession 
des événements. La trajectoire dépend du référentiel considéré. 

• La mesure du temps, comme celle des distances, est conditionnée par le choix 
d’une unité de mesure. L’unité internationale de mesure des durées est la 
seconde, celle des distances est le mètre. 

La seconde est définie comme la durée de 9 192 631 770 périodes du 
rayonnement électromagnétique entre les deux niveaux hyperfins de l’état 
fondamental de l’atome de Césium 133. Le mètre correspond à la distance 
parcourue par la lumière en l/c seconde, c représentant la célérité de la 
lumière dans le vide, avec c = 2, 99792458 x 1 0 B m s -1 . 

2 . Vecteurs vitesse et accélération 

2.1 . Définitions 

Le point matériel P coïncide à l’instant t considéré avec un point M de l’espace 
et à un instant t + At avec un point N', OP(t) = OM et OP(t-h At) = OM' . 
Lorsque l’intervalle de temps At tend vers zéro le point M" tend vers M et l’arc 
MM' se confond avec la tangente à la courbe en M. 



• Vecteur vitesse de P dans (91) 
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• Vecteur accélération de P dans (31) : 

Remarques : 

• Les vecteurs vitesse et accélération du point considéré dépendent de 

I observateur donc du référentiel d’étude. F 

mouvement. 1 " à la tra i ectoire « est orienté dans le sens du 

• Un mouvement est rectiligne uniforme si le vecteur vitesse est constant 

Le mouvement est dit uniforme si la norme du vecteur vitesse est constante. 

temns Ve ,nn Ur ^"c ^ ' 6 rapPOrt entre Une distance « un 

temps son un.te dans le Système International (S.l.) est le mètre par seconde 

(m-s ). 

• Souvent le mouvement est dit accéléré si la j 

dLLeiere si la norme du vecteur vitesse 


augmente au cours du temps, ce qui se traduit par d P/x -v P/x = — 


V 

v pm 


dt 


> 0 . 


Souvent il est dit décéléré si elle diminue au cours du temps, ce qui se traduit 
< . Dans le cas particulier d’une accélération 


2 y 


P 3r °P/Æ ' V n;lt — — 

dt 

normale, â PIX -v m =0. 

• Un mouvement rectiligne uniforme correspond à un vecteur accélération nul. 


2.2. Les differents systèmes de coordonnées 


Coordonnées 

Vitesse 

Accélération 

Cartésiennes 

ÿp/ji = xe x + yê y + zë 2 

^P /Æ = + ÿêy + zé z 

Cylindriques 

ut = Pë p 4- pcpë^ + zë 2 

5 p/a=(p-p<p J )ë p + 

(2pq> + pcp)ë v + zë I 

Sphériques 

ir ~ 4- r0e e -f rcpsinôë^ 

ôpjji = ( r - r0 2 - r<j) 2 sin 2 0 j ë f 4- 
[ r ë + 2r0 - rcp^ cos 0sin 0 j êg 4- 
(r sin 0(p 4- 2r0(j)cos 0 + 2f(j)sin 0) ë<p 
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DYNAMIQUE DU POINT EN RÉFÉRENTIEL 
GALILÉEN 

/. Définitions et lois de Newton 

/./. Masse inerte et masse grave . Quantité de mouvement 

La masse inerte m ( . caractérise la résistance d’un corps à la modification de son 
mouvement. Plus cette masse est importante, plus il faudra une force importante 
pour accélérer l’objet. 

Par définition, on appelle quantité de mouvement d’un corps M de masse m jt 


relativement à un référentiel 3t la quantité 


La masse grave m g est celle qui intervient dans l’expression de la force de 
gravitation. Si un objet est soumis à un champ gravitationnel Â, s’exerce sur 
celui-ci la force de gravitation F g = m g Â . 

Il se trouve expérimentalement que le rapport rr) g lm i est le même pour tous 

les corps (expérience de R.H. Dicke, précision =I0 -It ). Un choix naturel 
d’unités permet donc d’identifier m g et m r Dans le système international, 
m g = m ( , et l’on parlera simplement de masse m du corps. 

1.2. Première loi de Newton ou principe de l'inertie 

l ère loi: il existe au moins un référentiel 31% par rapport auquel tout point 
matériel isolé a un mouvement rectiligne uniforme. Un tel référentiel est dit 
galiléen. 

Remarque : ce principe postule l’existence des référentiels galiléens et donne 
un moyen expérimental de les tester (le mouvement d’un point matériel isolé 
est rectiligne uniforme). 

Relativité galiléenne : tout référentiel 3V g animé par rapport à 31^ d’un 
mouvement de translation rectiligne uniforme est lui-même galiléen. 

Il n’y a donc pas de référentiel galiléen absolu ou privilégié. 

1.3. Deuxième loi de Newton ou principe fondamental de la 
dynamique 

2 ème loi : dans un référentiel galiléen 31 g , la variation de la quantité de 
mouvement d’un point matériel M par unité de temps est égale à la résultante 


des forces s’appliquant sur ce point : 



Cette relation s’écrit encore : 

1.4. Troisième loi de Newton ou principe des actions mutuelles 

3 ème loi : si F b _ a est la force que le point B exerce sur le point A et F A _^ B 
force que le point A exerce sur le point B, alors 
forces ont pour support la droite (AB). 


I» et f es deux 
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Notons que ce principe reste valable en mécanique newtonienne quel que soit 
le mouvement des points A et B. L’unité de la force est le Newton [N] 

2 . Lois de force 

Force s’exerçant sur une particule de charge 
électrique q placée en M, animée par rapport à 


Force de Lorentz 


un référentie l Æ de la vitesse v M/ * et soumise à 


Force électrostatique 


un champ électrique E (M) et à un champ 
magnétique ë (M) . 

tf - * 8 = force électrostatique que 
la charge q A exerce sur la charge 
<7 b- 

La constante e 0 est la permittivité du vide ^ f ° rCe eSt attractive si les 
„ .1 charges sont de signe opposé, 



et vaut : e 0 = 8, 854 x I O" 12 F • m' 1 . 

Force de gravitation 


O - -rr' 

répulsive dans le cas contraire. 

= force gravitationnelle que 
la masse m A exerce sur la masse 
m B . Ç est la constante universelle 


La mi«» m a . -b- y «<• ia uunstante universelle 

La masse m A en A créé, au point B. le de la gravitation de valeur 

champ gravitationnel Æ (B) =-çH^r. 


Poids 


P -m| 


Ç = 6,67259x10-" m 3 • kg’ 1 • s' 2 . 

P = poids s’exerçant sur la masse 
m soumise au champ de 
pesanteur g . 

chJ * S . C ° nfondre P° ids « force de gravitation, le champ de pesanteur et le 
champ de gravitation sont deux grandeurs distinctes. 

Force élastique ou de rappel 

Loi de Hooke : un ressort étiré exerce à 

TrnW eXt n émitéS T f ° rce de ra PP el 1 = la longueur du ressort 
proportionnelle a son allongement. o — \ , 

6 <o ~ longueur a vide du ressort 

&x = t-e 0 = écart par rapport à 
la position d’équilibre 

k — constante de raideur du 
ressort 

Lois d’association des ressorts : on note k, et k 2 les constantes de raideur 
deux ressorts differents et k la constante de raideur du ressort équivalent 
Association série Association parallèle 



La force de rappel a pour norme : 


» 








ki 


nJÎMMÎn 


ka 


koooflonrJ 
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Ces lois d’associations sont généralisables à une association quelconque de 
ressorts. 

Force résistante de type visqueux Une force résistante est dite de type 

visqueux si elle est proportionnelle à 
la vitesse du corps sur lequel elle 
s’exerce, a = constante positive. 

3. Puissance et travail d'une force. Théorème de l'énergie 
cinétique 

3.1 . Puissance d'une force 



Dans un référentiel 3t, la puissance (P^(F) de la force F , exercée sur un point 
matériel M, est définie comme le produit scalaire de cette force par la vitesse 


? M/ * du point M dans ce référentiel 31: 




• La puissance d’une force (P (F) dépend du référentiel. 

• La puissance d’une force s’exprime en watt de symbole W. 

3.2. Travail d'une force 


Dans un référentiel 31, le travail d’une force F exercée sur un point M qui se 
déplace du point A au point B, le long d’un chemin (T) est : 


(O (H 

W A ^ B (Ë)= | <P Æ (t)dt- Jf-v M/ *d£= J F-d l 

At(AB) A->B ' f t ' A-»B 

• Dans le cas d’un mouvement 
unidimensionnel, le travail de la force 
entre les points A et B est égal à l’aire 
sous la courbe représentative de la 
force F(x) . 

• Le travail d’une force dépend, en 
général, du chemin (r) suivi par le 
point K 

Si la force F est constante (en norme, sens et direction) au cours du trajet de A 
vers B, alors le travail de celle-ci est égal à : 

B B 

W A _ B (f) = j*F • dl = F • jd1 = F-ÂB 

Chemin (D ' ' J J 

A A 

Remarquons que l’expression de ce travail ne dépend que des points de départ 
et d’arrivée, quel que soit le trajet effectué entre ces deux points. 

Le travail d’une force s’exprime en joule de symbole J. 

3.3. Théorème de la puissance et de l'énergie cinétique 
Énergie cinétique 

Dans un référentiel 31, l’énergie cinétique d’un point matériel M, de masse m et 
animé d’une vitesse v M/Æ , est la grandeur définie par la relation E c — ^mv^ /!R . 
Elle s’exprime en joule (J). L’énergie cinétique dépend du référentiel choisi. 






f 
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Théorème de la puissance cinétique 

résultante des forces F s’exerçant sur ce point matériel : ( 

Théorème de Ténergie cinétique 

Dan, . ^ ^ ^ 

’ M 6 ™“ e m « 'S* 1 ' »“ travail de la résultants dés fortes f 

s exerçant sur ^travail évalué sur le trajet (r) suivi par M de A à B : 

^ our * es ^éorèmes de la puissance cinétique 

et de I energie cinétique, notons que : 

forces d'inertie^ Chrngemeftt'^réfélrtieTsr PUiSSa " Ce deS 

• Ces théorèmes ne sont valables que si le système est de masse constante. 




PROBLÈMES A UN DEGRÉ DE LIBERTÉ 


/. Énergie potentielle 

/./. Force conservative 


1.2. Énergie potentielle 


A une force conservative F, on peut associer une fonction scalaire EJr) définie 
uno to„, Q „,é .dditivé prés « ,* s . variation deux^.s „ 
égalé a I oppose du travail de la force F entre ces points : 



Nous disons que la force F dérive de l’énergie potentielle £,(F) 
Une force dérivant d’une énergie potentielle est conservative. 


Si une force F dérivé d’une énergie potentielle, son travail élémentaire Deut 
alors s exprimer comme la différentielle d’une fonction de position quÏÏ’iden^e 


alors à £ p (r) à une constante près : 



potentielle £,(F) p^Sri^^fomk ^ ^ ^ ^ 



Site Internet des ouvrages : www.toutelaphysique.fr 
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2 . Exemples usuels d’énergies potentielle 


Énergie 

potentielle de pesanteur 

z = altitude de la masse m pour la 
verticale ascendante 
g = intensité du champ de pesanteur 

Energie potentielle élastique 

£ = longueur du ressort 

£ 0 = longueur à vide du ressort 

k = cte de raideur du ressort 

iWKÊSÊÊÊI 

Em 

ergie potentielle 
gravitation 

g lipMë 
mmmsêÊ 

de 

•; 

m,, m 2 = masses des corps 
r = distance entre les deux corps 
Ç = constante de gravitation 

Énergie 

potentielle d’intc 
électrostatique 

c 

O 

g 

q,, q 2 = charges des corps 
r = distance entre les deux corps 
8 0 = permittivité du vide 


3. Energie mécanique. Intégrale première de l’énergie 

3.1. Système conservatif 

Le travail élémentaire 8W de la résultante des forces s’exerçant sur le point 
matériel peut s’écrire : ÔW = 8W C + ÔW^ . 

8W C = travail élémentaire des forces conservatives. 
ôW nc = travail élémentaire des forces non conservatives. 


Il vient d£ c = ÔW C + 8W* = -dE™ + 8W nc ou d (E c + E'* ) = ÔW nc . 

Par définition, l’énergie mécanique E m d’un système est la somme de son 
énergie cinétique et de son énergie potentielle totale d’interaction avec les 

autres corps : \ 




La différentielle de l’énergie mécanique est égale au travail élémentaire des 
forces non conservatives : ; 

Un système est dit conservatif lorsque le travail des forces non conservatives est 
nul. Il y a alors conservation de l’énergie mécanique du système. On dit alors 
que E m est une intégrale première de l’énergie (ou du mouvement). 

3.2. Intégrale première de rénergie 

Pour un système unidimensionnel paramétré par la conservation de l’énergie 
mécanique se traduit par: £ m = cte = E c (4) + Ep 0t ' (£) . En écrivant l’énergie 

cinétique sous la forme £ c (Ç) = A^ 2 , l'équation différentielle du mouvement 


est alors 


d\ ^ 2(E„ -£„(!;)) . \ % 

— = ±J - , qui s intégré en t = ± — p==5= 

dt \ A HS J 


V 


2(E m -E p (r» 
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Le choix du signe dépend de la phase considérée dans le mouvement- 
croissance ou décroissance du paramètre : £, . mouvement . 

4. Équilibres et stabilité 

»rs," p ° im m d * à d„ ,„ re « s 

4. 1. Recherche des positions d’équilibre 

Pir "" 5. Les 

q Çeq r ■ P °, dent a , Un extremurTI de la fonction énergie 
potentielle totale £“' (Ç) ; 


m^ 6 

wlg|| 


4.2. Stabilité des positions d’équilibre 
Equilibre stable 

Correspond à un minimum de 
l'énergie potentielle totale : 


te.) . r 

{■■àc, 1 jy >c 


Equilibre instable 

Correspond à un maximum de l'énergie 
potentielle totale : 


(,d 2 E%) • 

teJ - <0 

1 


oI'mT’ ° Mmr ponüon d'équilibre stable 

effectue un. « paraboll„.lo„ » „„ p „, ti dér]er ^ en 

eve oppemene ta* i l'ordre deux de la tendon £ - (Ç) ,„„ ur de „ 
d'équilibre ^ : £“ (5) = EJ” ) + J (5 - j . 

L'équation du ma».™,, autour de la position d'équilibrï devient alors avec 

d 

u = 0. 


“ = :« + - 

m 


te 


4, 


Il s’agit de l’équation différentielle d’un 
oscillateur harmonique de pulsation: 


Erê) 


^kteàri T 

V m[ d " 2 j r T ° Ut se passe 


comme si autour de sa position 
d équilibré le système était soumis à une 
force élastique de constante de raideur 

/ n ... \ 

k = 


d 2 e p °‘ > 


te 


4- 
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5 . Approche du portrait de phase 

Soit un système dont le comportement est décrit par une variable de position 
Ç. Le comportement dynamique du système peut se représenter dans le plan 
(Ç,d^/dt) appelé plan de phase. Si Ton place l’ensemble des différents états 
successifs dans le plan de phase, on peut observer l’émergence d’une 
« trajectoire » dans cet espace. Le portrait de phase du système correspond à 
l’ensemble des différentes trajectoires de phase. 

5. 1. Systèmes conservatifs 
Trajectoires de phase fermées 

• Les trajectoires de phase fermées sont toujours associées à des mouvements 
périodiques. Si de surcroît le système est conservatif, il ne peut s’agir que de 
trajectoires fermées symétriques par rapport à l’axe des Ç. La réciproque est 
fausse : une trajectoire fermée symétrique n’est pas suffisante pour conclure à 
l’absence de frottements subis par le système. Un oscillateur dont les oscillations 
sinusoïdales sont entretenues est un contre exemple. 

• Pour les systèmes conservatifs, les trajectoires de phase elliptiques traduisent 
une évolution temporelle sinusoïdale typique d’un oscillateur harmonique non 
amorti. 

• Les ellipses sont homothétiques les unes des autres ; ceci traduit 
géométriquement la propriété d’isochronisme des oscillations. Cette propriété 
permet de transformer l’ensemble des trajectoires elliptiques en cercles par une 

JC Jt 

nouvelle graduation de l’axe des ordonnées (— — — ). 

V dt c ù 0 dt 1 




i «ci_dinque 


Conséquences de la conservation de l’énergie 





, posi£i ° ns d équilibre Ç cq correspondent aux abscisses des points figuratifs 
ou a pente de la tangente à la courbe est nulle (correspond à une force nulle). 


* U P osition M’équilibre est stable si la norme de la vitesse est maximale en £ , 
instable si elle est minimale. ^ eq ’ 


• Lorsque !a particule reste confinée dans le puits de potentiel, il y a oscillations 
autour de la position d équilibré stable correspondant à Ç = 

wl^t e ?hfo^ U !T. qUe - |,am P litUd e du cernent augmente (énergie 

5.2. Systèmes dissipatifs 
Existence d'un attracteur 

c D o 6 u U rs rfemns 63 ^ phaSe ’ déCriVant "" SyStème dissi P atif » rapprochent au 
cours du temps pour converger vers un attracteur. Dans le plan de phase, c'est- 
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à-dire pour un système ne présentant qu’un degré de liberté, il n’existe que 
deux attracteurs possibles : 

• Le point fixe, qui est un point singulier où la vitesse et l’accélération 
s’annulent, correspond à une solution stationnaire de l’équation différentielle 
atteinte asymptotiquement pour t ° o. Ce point stationnaire peut être 
stable ou instable. Ce sera toujours le cas s’il n’y a pas d’apport d’énergie au 
système. 


• Le cycle limite, qui est toujours stable, est associé à un comportement 
périodique du système. L’existence d’un cycle limite nécessite un dispositif 
extérieur compensant les pertes par frottement. 

Bassin d'attraction et séparatrice 

A chaque attracteur est 
associé un domaine du plan 
de phase appelé bassin 
d'attraction. Une trajectoire 
de phase débutant en un 
point quelconque de cette 
zone du plan aboutit à 
l'attracteur. 

Une séparatrice est la 
frontière séparant les bassins 
d’attraction de deux 
attracteurs. 

Séparatrice Attracteur Bassin d’attraction 



OSCILLATEUR HARMONIQUE À UN DEGRÉ DE 

LIBERTÉ 


/. Oscillateur harmonique 

l.l. Equation différentielle et solution générale 

Un système faiblement écarté d’une position d’équilibre stable a tendance à 
osciller autour de cette position. Son comportement est décrit par l’équation 
différentielle d’un oscillateur harmonique. Ce résultat est très général puisqu’il 
découle d’un développement limité à l’ordre deux de la fonction énergie 
potentielle totale £“ r (!;) au voisinage de £ = Ç eq . 


Equation différentielle d’un oscillateur harmonique : 


• Solution générale 



La pulsation co 0 est appelée pulsation propre du système. 

La grandeur représente l’amplitude des oscillations. 

1.2 . Conservation de l'énergie et équipartition de l'énergie 


La multiplication de l’équation différentielle par Ç et l’intégration par rapport au 
temps amène à -^-A^ 2 +-~/c£ 2 = cte avec (£>l=k/A . 
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Au sens large, le terme - Ai » peut s’interpréter comme une énergie cinétique, 

et le terme -k? comme une énergie potentielle. Un système régit par 
l'équation différentielle d’un oscillateur harmonique est donc un système 


Exemple de système 

Coefficient A 

Coefficient k 

Coefficient t 

Pendule élastique 
horizontal 

masse m 

cte de raideur k 

Position x 

Circuit LC 

Théorème d’énnînan 

Inductance L 

fin If JL • 

l/C 

Charge q 


•faerg l» cinétique et de ,’énergie 

f II y a transfert perpétuel d’énergie entre les formes énergie 



cinétique et potentielle. Ceci n’est possible tout terme dissipatif a été négligé. 

. Oscillations libres d'un système linéaire soumis à un 
terme dissipatif de type visqueux 

L’évolution du système ç( t ) 

linéaire est régi par une A 

équation différentielle 
linéaire de la forme : 

Ç + ÛLÇ + ojÇ-O. 

Le coefficient Q définit le 
facteur de qualité du ° 

circuit. On peut 
introduire le coefficient 
d’amortissement m défini 



Régime 

Domaine 
de validité 

Solution 

Pseudo-périodique 

Q >1/2 

ou m < 1 


5 (i 

\ = pseudo-pulsation 

Critique 

Q = 1/2 

ou m = l 


Apériodique 

1 ( y y 

Q <1/2 
ou m>l 


‘ 7 -w]i 


Les grandeurs (^.iU^s^) sont déterminées par les 


par les conditions initiales. 
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3 . Oscillations forcées d’un système linéaire soumis à un 

terme dissipatif de type visqueux 

3.1 . Equation différentielle et réponse du système 


Considérons un système linéaire régit par un seul paramètre Ç. Il est excité par 
un dispositif extérieur qui entretient le mouvement et impose une excitation 
sinusoïdale. L’évolution du système linéaire est régi par une équation 


différentielle linéaire de la forme 


A 


+ +• û>o £' : = Acû o cos cor ! 


La solution générale de l’équation différentielle est la somme de deux termes * 

Ç(t) = Ç S H(t) + Çp(t) 


• ^shW correspond à la solution de l’équation homogène (sans second 
membre). De part l’existence du terme dissipatif, cette solution tend vers zéro 
lorsque le temps tend vers l’infini : Ç SH 

• Çp (t) correspond à la solution particulière de l’équation générale. 


Après un certain temps (disparition du régime transitoire), ne reste que la 
solution (t) qui correspond donc au régime permanent : 

La solution Ç(t) = Ç p (t) correspondant au régime 
pulsation que la source excitatrice ; elle est de la forme : 
j. A la grandeur Ç(t) nous associons la grandeur Ç dans 


Ç(t)— ->ç,(t)[ - 

permanent a la même 
^(t) = ^ovcos(cot + cp) 


le corps des complexes : ^(t) = ^ cos(cét + (p) ;= Ee i(ùt 


avec : ■=. = î; 0 e^ = amplitude complexe associée à Ê, 


(p - avance de phase de Ç sur la source excitatrice 


L’équation différentielle s’écrit alors Ç 


Il 2 \ • tUÜJ 0 


“Ange*, 


3.2. Résonances du système 
Résonance d'amplitude 

Introduisons la grandeur u = cû/cù 0 appelée « pulsation » réduite. 


Amplitude 

r 

A 

1 -u 2 ) J +(u/Q) 2 

Cosinus du déphasage 

cos ( p = - 
\ 

l-u 2 

Sinus du déphasage 

sincp = — 
> 

u/Q 

j(\-u 2 f +(u!QŸ 


Remarques . • la donnée de la tangente du déphasage laisse une 
indétermination de n sur celui-ci. 

pour û) = CD 0 , Ç 0 =Q - A : il y a un phénomène de «suramplitude» si le 
facteur de qualité est suffisamment élevé. 

Pour Q>l/V 2, l'amplitude Ç 0 passe par un maximum pour la pulsation 

W = 0)0 )f~ 2^" ' ° n dit qU il y 3 résona "‘ e d’amplitude. 

• Pour <3 <1/2, la décroissance de Ç 0 (co) est monotone. Il n’y a pas de 
résonance d’amplitude. 

Réponse en vitesse. Résonance de vitesse 

A la vitesse v(t) = (au sens général du terme) est associé la grandeur 
complexe v(t) = j(ùx^(t) = v 0 • exp j(œt + ) = V • e M . 

v o = amplitude de la vitesse 


Vv 9 + 2 “ avance de phase de la vitesse sur la source excitatrice 


Amplitude 

< 

II 

o© 

yj{u-\luf+(\IQŸ 

Cosinus du déphasage 

r™® - l/( 2 

V(u-I/u) 2 +(|/Q) 2 

Sinus du déphasage 

sin'P - u ~ l/u 

V(u-I/u) 2 + (|/Q) 2 

• Il y a toujours résonance de vitesse quel que soit la valeur du facteur de 
qualité, pour co = cû 0 , c’est-à-dire lorsque la pulsation de la source excitatrice est 
égale à la pulsation propre du circuit. 

tp(u)f + V 0 



Résonance de puissance 


• En moyenne, la puissance fournie par la force excitatrice est égale à la 
puissance perdue par la force de frottement fluide. 

• Si la force de frottement fluide est du type F f = -av. la puissance moyenne 
fournie par la force excitatrice est P m = (cxv 2 ^ = a/ç 12 


necaniquc 


• || y a toujours résonance de la puissance transférée, quel que soit la valeur du 
facteur de qualité, pour 0)= co 0 . 

4 . Oscillations entretenues des systèmes du second ordre : 

cycle limite 

4.1 . Régime transitoire 

L’attracteur en courbe fermée apparaît lorsqu’un oscillateur est couplé à un 
générateur auxiliaire. Deux attracteurs sont en présence : le point fixe, qui peut 
devenir instable sous l’action du générateur et le cycle limite. Dans ce cas, 
toutes les trajectoires de phase vont aboutir au cycle limite, quel que soit le 
point de départ, la forme de ce cycle étant indépendante des conditions initiales. 





Si le point figuratif initial îi 0 est placé sur le cycle limite, le mouvement est 
périodique dès l’instant de départ. Pour une position quelconque de M 0 , un 
régime transitoire précède l’instauration du régime périodique. La périodicité 
s’affirme au fur et à mesure que le point s’approche de l’attracteur. 

4.2. Oscillateurs harmoniques en régime sinusoïdal forcé 
Pour maintenir un oscillateur linéaire en régime sinusoïdal forcé, il faut un 
générateur qui impose la fréquence des oscillations et l’amplitude de l’excitation, 
ce qui introduit dans l’équation différentielle un terme d’excitation en 
cos(œt + <p) . Une situation stationnaire devient alors instable pour toute 
valeur de la fréquence d’excitation. 

Le cycle limite de l’oscillateur en régime sinusoïdal forcé est une ellipse 
symétrique par rapport à l’axe des abscisses, dont la taille dépend de la 
fréquence du générateur. Il y a lieu de distinguer une trajectoire de phase d’un 
oscillateur harmonique non amorti de ce cycle limite sur lequel viennent 
s’accumuler, sans jamais se couper, les trajectoires de phase d’un système 
dissipatif. 

Les abscisses des points d’intersection de l’ellipse avec l’axe des positions valent 
±£ m , si nous notons l’amplitude des oscillations. 
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La trajectoire de phase d'un oscillateur 
harmonique non amorti coupe l’axe des 
vitesses aux points d’ordonnée ±C0 0 Ç m , 
tandis que le cycle limite coupe aux points 
Nous voyons que le cycle limite 
d’un régime sinusoïdal forcé s’inscrit entre 
deux ellipses correspondant 

respectivement aux trajectoires de phase 
de deux oscillateurs harmoniques de même 
vitesse maximale (cas I) ou de même 
amplitude (cas 2). 

4.3. Oscillateurs paramétriques 

Un oscillateur paramétrique est un oscillateur dont l'évolution est régie par une 



équation différentielle de la forme 


^ + d^ 

Q dt 


dt 1 


+ ®o WÇ = 0 avec co 0 (t) 


périodique. La périodicité de la pulsation cû 0 (t) est assurée par un dispositif dit 
de pompage, externe à l’oscillateur. 

Le point stationnaire M* n’est instahl* „„ 
fréquence de pompe. Le transfe. d’énergie 

efficace que pour des fréquences de pompage f p voisines de f p s 2Él, où f„ est 

la fréquence propre de l’oscillateur et n un entier positif non nul " 

4.4. Oscillateurs auto-entretenus 


c,„„, n - oms de 


Le^schéma mathématique général consiste à introduire un terme non linéaire en 

A(q)j dans l’équation différentielle. Lorsque Afê) est positif, les pertes 

énergétiques sont plus importantes que l’apport extérieur Dan* I» 

l'energie de l’oscillateur augmente ce contraire - 

oscülations avant l’instauration d’un régime périodiaue L- U "* Cr °' SSance des 

r» sc « ateU r „•« p« ble „ s p oi( p J” qu L e e " er * le "““*1” 

une situation stable M devient instable et le cycle limite apparaît. 
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THÉORÈME DU MOMENT CINÉTIQUE 


I. Définitions et théorème du moment cinétique 

l.l. Définitions 

Le moment cinétique ô 0 (M) /Æ du point M de masse m , de quantité de 
mouvement p M/5i = mv M ^ dans le référentiel 31, par rapport à un point O est 


par définition : 


go(M);«=OMAft M/a =mOMAV M ;a| :. 


Le moment d’une force F s’exerçant sur le point matériel M, par rapport à un 


point O est, par définition, M^F) =.OM aF 


1.2. Théorème du moment cinétique 

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique du point matériel M 
relativement au référentiel 31 , en un point fixe O est égale au moment en O de 


la résultante des forces s’exerçant sur le point M : 



Remarques : 


• le point O doit être fixe dans le référentiel 31. 



• si le référentiel 31 n’est pas galiléen, il faut prendre en compte les forces 
d’inertie dans l’expression de la résultante des forces. 

• l’application du théorème du moment cinétique donne au même titre que la 
deuxième loi de Newton l’équation différentielle du mouvement. 

Propriété : la norme du moment 
en O de la force F est égal au 
produit de la norme de F par la 
distance du point O au support de 


la force : 


fait « glisser » la force F sur son 
support, on ne modifie pas le calcul 
de son moment en O. 


i Si on 


Cas particulier: si le moment des forces est nul, Mo(F) = Ô, alors 
Ô 0 (M) /æ =cte. Cette constante vectorielle est une constante du 
mouvement appelée intégrale première associée au moment cinétique. 

2. Théorème du moment cinétique par rapport à un axe 

Par définition, le moment cinétique par rapport à un axe A est la projection 
du moment cinétique g 0 (M) /æ selon l’axe A orienté par le’ vecteur unitaire 


j. On définit de la même façon le moment d’une force 


par rapport à un axe orienté A : i i Le signe de c A et 


M a (f) dépend bien sûr du sens choisi pour e A . Pour un sens choisi, M a (f) 



• lecamque 


ZIZZoJ*.'™ f ” Urn * r " P ° im M S "°" *“™‘ I» « règle de 

Le théorème du moment cinétique par rapport à un axe fixe et orienté A 


Remarque : l’axe A doit être fixe dans le référentiel Æ. 

Cas particulier: si la projection selon un axe A du moment des forces est 

nulle M à (F)- 0, nous obtenons une constante scalaire du mouvement- 

<J A cte. La projection du moment cinétique, selon l’axe fixe et orienté A se 
conserve au cours du mouvement. ’ 



MOUVEMENTS DANS UN CHAMP DE FORCES 
CENTRALES CONSERVATIVES 


Un système (satellite, planète.,,), noté M est soumis à la force de gravitation 
creee par un astre beaucoup plus lourd que le système considéré Sau ces 
conditions nous supposerons le centre de force (noté O) fixe dans un 
referentiel FR que nous considérerons galiléen. 

/. Aspect cinématique des mouvements à force centrale 

f ° rC ! eSt dite Centrale Si le SUpp0rt de la force passe constamment par un 
meme point que nous noterons O. par un 

• Le moment cinétique à 0 (M),„ du point matériel M de masse m par rapport 
consente du^ouvernent^ “ référentie ' * considéré « -e 


• Les vecteurs position OM et vitesse* v «. ■ 

i • r. K , vitesse v M/Jl étant tou ours perpendiculaires à 

une direction fixe, le mouvement du point M est dans „„ , , 

cette direction. En coordonnées polaires P ' an perpendlculaire à 


a o (M) iR - rë r A m(fë r 4- r9ë 0 ) = mr 2 Ôë z = mC 
La constante vectorielle 


est appelée constante des aires , et 


C - r 2 0 en coordonnées polaires. 


* U Vite ^ se a "S u,aire è S^de un signe constant, donc 
toujours dans le même sens. 

• L aire dS balayée par le rayon-vecteur pendant 
I intervalle de temps dt est : 

dS = i(ÔMAd?l = ijôRAv[.dt = lc.dt 


le mouvement se fait 



’ ° n aP - Pe " e vitesse aréolaire J Paire balayée par le rayon-vecteur par unité de 
tempS ‘ • i- Cel,e -ci est une constante du mouvement. 



égales.** airCS : ^ d6S temP$ égaUX ’ 16 ra y° n ' vecte ur ? = ÔR balaie des aires 
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2. Mouvements d’un point matériel dans un champ 
newtonien 

2.1. Lois de conservation 

Un champ de force est dit newtonien si la force d’interaction s’exerçant sur le 
point matériel varie comme l’inverse du carré de la distance séparant le point M 

_ jç 

du centre de force. La force newtonienne s’écrit donc: F- — ^e r : il s’agit 


d’une force centrale. Elle dérive de l’énergie potentielle £ (r) = — . Le choix 

r 

du signe implique que k est positif si la force est attractive, négatif si la force est 
répulsive 


Force gravitationnelle entre deux masse m, et m 2 

k = Ç’m,m 2 

Force électrostatique entre deux charges q, et q 2 

k = -q,q 2 /47te 0 


• Conservation du moment cinétique 






• Conservation de l’énergie mécanique : 



2.2. Energie potentielle effective. Discussion qualitative du 
mouvement 

On fait une étude qualitative du mouvement en se ramenant à la seule variable 


r: E m =-mr +-mr -r 


Nous définissons l’énergie potentielle effective comme la grandeur : 
L Ainsi, 


•' :vV 


m 


• Pour E m = E m , > 0 : la particule 
s’approche du centre de force jusqu’à 
une distance r min telle que 

E f ( r min) = E m.i puis s’éloigne à l’infini, 
il s’agit d’un état de diffusion. 

• Pour E m = E m2 : la distance entre la 
particule et le centre de force reste 
comprise dans l’intervalle re[r p ,r A ]. Il 
s’agit d’un état lié. 

• Pour E m = E m3 : la distance entre la 
particule et le centre de force est 
égale à r c , la trajectoire est circulaire. 


EHr) 



Energie potentielle effective pour la force 
de gravitation 
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^Trajectoires dans un champ de force newtonien 

3.1. Equation des trajectoires 

L’équation de la trajectoire dune particule soumise à une force newtonienne 
r 2 6f 6St u ne conic l ue d’equation en coordonnées polaires : 


m=m 


P ..... 


e+ecos(9-e 0 ) 


avec e- + l si la force est attractive (k > 0) 


e - I si la force est répulsive (fc < 0) 

P.r » choix convenable de l'ax, polaire (axe défini,,», l'origine de, angle,), on 

peut se ramener à la forme plus simple : L(o)- . P ' I 

L £ + e cos 9 ; 


JS mC 2 


• Le paramètre focal p de la conique a pour expression : 

‘ L ’ eXCe p! ^j^e la conique est liée à l'énergie mJnique' E m par la 
relation : 


% 


= /l~i 2mC:! r ~ 

"W“ m - P~ E " 


3.2. Les différentes trajectoires possibles 


Domaine de £ 


Domaine de e 


Domaine de r 


Trajectoire 

e lliptique 


0 


0 < e < I 


Trajectoire 

parabolique 




e = I 


Signe de k 


Valeur de £ 


r P<r$r A 

r p=p- 

l + e 

r A=p- 

l-e 


T rajectoire 
hyperbolique 


E m >0 


e > I 


positif 


Relations 

géométriques 


E m =~/c/2a 


- <r< oo 


positif 


p = b 2 fa 
e = cla 
a 2 = b 2 + c 2 




Force attractive 

-£-<r< oo 
1 + e 

Force répulsive : 

P 


e-l 


< r < oo 


quelconque 


^m=W/2a 


p = b 2 /a 
e = cf a 
c 2 =a 2 + b 2 


La 

avec 


trajectoire circulaire est vue commo r 3 — i — ^ 

!C e = 0 . particulier de la trajectoire elliptique 

Site Internet des ouvrages : www.toutelaphysique.fr 
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4. Mouvement des planètes, lois de Képler 

4. 1. Lois de Képler 

entre' du^oS^oœup^l'uffd^foy^"^ 60 * ^ dU S °' eil deS elli P ses 

quelconqu * obéit à '* W - 

c egales At ’ le ra /° n vecteur OM balaye des aires 

égales S = - At où C est la constante des aires liée à la planète considérée. 


f U m ° UVement « P ro P or tionnel au 
em, grand axe de I ellipse, et la constante de proportionnalité est 


indépendante de la masse de la planète : 



où T est la période de 


révolution elliptique de la planète autour du Soleil.' o le demi-grand axe de la 
trajectoire elliptique et M s est la masse du Soleil. 2 d 

4.2. Vitesse de libération ou vitesses cosmiques 

Première vitesse cosmique v, : c'est la vitesse à communiquer initialement à 

P POU ^!i deCriVe Une orbite circulaire de rayon o autour de l’astre de 


masse M. 


Êli 


-Mm 

SÉr 


Deuxième vitesse cosmique : c’est la vir P « 0 i 

éChaPPe à rattraCti ° n ^ 


I' CeCte Vltesse s ’ a PPelle encore la vitesse de libération. 


4.3. Applications : satellite géostationnaire 

L altitude des satellites géostationnaires est d’environ h géo = 36000 km. 


CHANGEMENTS DE RÉFÉRENTIELS 

I. Cinématique 

1. 1. Composition des vitesses et des accélérations 

r C a p n poÎT n |’autre X SnsT’tsI.Ù ’ ' * Tun mouT" Pun par 

vecteur U exprimées dans St ou X sont différentes : 
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= vecteur rotation instantané du référentiel 3V relativement au référentiel 
3t. Le vecteur rotation a même direction que Taxe instantané de rotation. 

Loi de composition des vitesses angulaires : pour trois référentiels 3t, 31' 
et 31" en mouvement quelconque les uns par rapport aux autres, on a : 



Soient O et O’ deux points fixes origines respectivement dans le référentiel 3t 
et 3V. 


Loi de composition des vitesses : 



On appelle point coïncidant, le point P fixe dans 31' coïncidant, à l’instant t 
considéré, avec le point mobile M . La vitesse d’entraînement v eM/Æ est donc la 
vitesse du point P coïncidant avec M. 

v M/ # : vitesse du point mobile M exprimée dans le référentiel 31 


v M/ ^' : vitesse du point mobile M exprimée dans le référentiel 31 ’ 


''e.M/Æ • vitesse d’entraînement du point P relativement à 31 


Loi de composition des accélérations : 



5 m/æ : accélération du point M exprimée dans le référentiel 3t. 

5 6iM/ * : accélération d’entraînement du point M relativement à 3t. 

Ûc,m/æ : accélération de Coriolis (ou complémentaire) du point M relativement 
à 3t. 

L’accélération d’entraînement est l’accélération du point P coïncidant avec M. 


Cas particuliers 



Translation 

CD = 0 

Rotation uniforme autour d’un 
axe fixe 

°e,M /St 

°e,M/Æ ~ a O '131 

H est le p 

irojeté orthogons 
l’axe de rotation 

I 

il de P sur 

a c,M/Æ 

IO 

II 

IO* 



i 
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2. Dynamique et théorèmes 


2. 1 . Forces d’inertie 

La relation fondamentale de la dynamique (2*« loi de Newton) a été écrite dans 

un référentiel galiléen 31: mâ M ,^=T'F(M) 

°M/se représentant la 

ï s ' e *" w " '• moMe K “• *- 



F x (M) : force d’inertie d’entraînement s’exerçant en M. 

F ic (M) : force d’inertie de Coriolis (ou complémentaire) s’exerçant en M. 

2.2. Energie potentielle centrifuge 


'* * « «" ">•»»" uniforme autour dur 

fcfcjç. à ineiro^d’eneraînement dérive d, l'énergie pot .n t i,lle 


centrifuge : 


Fp"' = -'■~m£2 2 H M 2 + cte 


où H est le projeté orthogonal du point 


M sur l’axe de rotation. 

2.3. Théorème de l'énergie cinétique 

Le théorème de l’énergie cinétique est généralisable au cas des référentiels non 
galileens a condition de prendre en compte les forces d’inertie 

La puissance de la force d’inertie de Coriolis étant toujours nulle, on a : 



ï STÏSSÎiïC X? ™r m r <*• 

s’exerçant sur M, travail évalué sur le trajet (T) suivi par M de A à 


2.4. Théorème du moment cinétique 

m G : .' a . dériVée Par rapport au tem P s du m °ment cinétique du point 
^ est él r aU r tï rentie ' n ° n ga ' iléen X ’ en un P° int «« O' de 

fore di«é ,™.Z t r U r?é ££***• f ° r “ S 



Lete OCtère Saliléen ° mocht * ««Al™» référentiels 

3.1. Le référentiel de Copernic 

C’est un référentiel 3tc op dont le centre de masse du a -r 

celui du système solaire, les trois axes sont dirigés vers trois étoiles"! fixesT 
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Les expériences montrent qu'il peut être considéré comme un référentiel 
galiléen avec une excellente approximation. 

3.2. Le référentiel héliocentrique 

C'est le référentiel dont le centre de masse du solide de référence est le soleil, 
les trois axes dirigés vers trois étoiles « fixes ». Il peut, lui aussi, être considéré 
comme galiléen mais dans une approximation moindre car on néglige les masses 
des planètes et de leurs satellites. 

3.3. Référentiel géocentrique 

C'est le référentiel dont le centre de masse du solide de référence est la Terre, 
les trois axes dirigés vers trois étoiles « fixes ». 

3.4. Référentiel terrestre local 
Le référentiel terrestre local d’origine un 
point O à la surface de la Terre, a ses axes 
Ox dirigé vers l’Est, Oy vers le Nord et 
O z vers le zénith (verticale du lieu 
considéré). Dans le référentiel terrestre, il 
faut tenir compte de la rotation de la Terre 
sur elle-même. Il peut être considéré 
comme galiléen si la durée de l’expérience 
est suffisamment courte pour pouvoir 
négliger les effets de la force de Coriolis. 

Le référentiel Jtj lié à la terre en rotation uniforme autour de l’axe des pôles 
est un référentiel non galiléen. Pour obtenir la relation fondamentale de la 
dynamique dans le référentiel terrestre, il faut rajouter à la force d’attraction 

terrestre mÂ7(M) et aux autres forces (tension, réaction du support,...), 
les forces d'inertie centrifuge, F h = mco 2 HM où H est le projeté de M sur l'axe 
de rotation et la force d'inertie de Coriolis, F ic (M) = -2mQ a . La relation 



fondamentale s'écrit: ûm/æ t = — + [cù 2 HM + A r (M)1~2Q Av(M) /5 ^ r ^, 

m L 

où A t (M) est le champ gravitationnel terrestre. 

Poids : il correspond à la somme vectorielle de la force gravitationnelle due à la 
Terre et de la force d’inertie d’entraînement due au mouvement de rotation de 

la Terre autour de son axe des pôles : P = r m Af (M) a e J/^ Le champ de 


pesanteur g correspond donc à la somme vectorielle, 


3.5. Approximation du référentiel galiléen 

• Pour l’interprétation du mouvement du pendule de Foucault ou de 
l’expérience de la déviation vers l’est, on prend en compte le caractère non 
galiléen du référentiel terrestre, mais on peut considérer le référentiel 
géocentrique comme galiléen. 

• En dehors de l’étude des phénomènes cités ci-dessus, le référentiel terrestre 
sera un référentiel galiléen acceptable à condition de considérer le poids et non 
pas la seule attraction gravitationnelle. 


« ■ '-v.ai m-juc 


SYSTÈME FORMÉ DE DEUX POINTS 
MATÉRIELS 


/• Définitions 

l.l. Éléments cinétiques 

T«ï "ZT- 'T de ^ 

1 ^ ' ° n defin ' t ’ relatlverr >ent à un référentiel quelconque St : 


La résultante cinétique f rr , m u . , , 

" comme la quantJte de mouvement totale 

du système : j 

U moment ciné.iqu, ,oa,_d„ çjZe plr ^ ^ Q; 





L’énergie cinétique totale du système 



il 


+ 2 m 2 v A 2 /a 


X i&jgl'j- 


1.2 . Centre d’inertie et référentiel barycentrique 

b ~ zêZiïZZ x 


matériels, 


‘-rq+ rà;- ' 


Cette définition du centre d’inertie est 


l ^todupoln .p.rfculfer O ** Si h o „ «„ G , „ ïie „, 

m \ ^ M| Mnij G M 2 r =0 1. 


Si™",’ au référencé! dZT’Z !°“ -f * ™“> **. ««ni 

de Æ* Je vecteur rotation ^ 'r* , G/Æ chac l ue instant. Par définition 

rotation du referentiel St* relativement au référentiel St est 


nul à chaque instant : j 




Propriétés : 

• U ré**» «*„ue s .„p rime en foncaon de „ vtese du centrs d . |nert|9 


g d U ,„.™, i,„ k relatio „ . 


D>ni le référentiel barycentrique. 


~t d : S Zr me "* d “ Sï ** èm " -» «. référentiel 


2. Les théorèmes généraux 

Nous notons F n la force que le point M, exerce sur le point M et F ht 
^ > point Mj exerce „ ,e peint M „ D , près 

si Z o +f ’‘ =0 ' '° rœ f " “ f *' d “ ,0r “ ! intérieures au 
système Z. On noter, /■„ « fa, farces que de, éléments extérieur, 
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système Z exercent respectivement sur les points M, et M 2 , et 
^txt = ^\.ext + Fj.ext résultante des forces extérieures. 

2.L Théorème du centre d'inertie (ou de la résultante cinétique) 

La dérivée par rapport au temps de la résultante cinétique du système Z dans 
un référentiel 31 est égale à la résultante des forces extérieures s’exerçant sur 

Z dans ce référentiel 31 : j. 

Remarques : 

• si le référentiel 31 n’est pas galiléen, il faut prendre en compte les forces 
d’inertie. 

• le théorème du centre d’inertie ne fait intervenir que les forces extérieures au 
système. 

• Dans le cas où Z est un système isolé, F ext = Ô et v G = cte . Si le référentiel 
31 est galiléen, le référentiel barycentrique 31 * est alors lui-même galiléen. 



2.2. Théorème du moment cinétique 

La dérivée par rapport au temps, relativement à un référentiel 31 , du moment 
cinétique du système (Z) pris par rapport à un point fixe O dans 31 est égale au 
moment en O de la résultante des forces extérieures agissant sur (Z) : 


Remarques : 

• si le référentiel 31 n’est pas galiléen, il faut tenir compte des forces d’inertie. 

• le moment cinétique par rapport à un axe a A est la projection du moment 
cinétique cj 0 /ji f selon un axe A orienté par le vecteur ë A : 



~ ( a o(£)/Æ ) ' • l~ e théorème du moment cinétique par rapport ; 


axe fixe et orienté A s’écrit alors 



• le théorème du moment cinétique s’applique dans le référentiel barycentrique 
avec O et G confondus sans qu’il y ait à tenir compte des forces d’inertie. 



2.3. Théorème de la puissance cinétique et de l'énergie cinétique 
Théorème de la puissance cinétique 

La dérivée par rapport au temps de l’énergie cinétique du système (Z) est égale 
à la somme des puissances des forces intérieures et des forces extérieures 
s’exerçant sur le système : 
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Théorème de l’énergie cinétique 

La variation d’énergie cinétique du système (2) entre deux points A et B est 
égalé au travail des forces intérieures et extérieures s'exerçant sur (2) , travail 
évalué sur le trajet suivi par (2) de A à B : 


AE c (*) - Ec (2, A) - £,. (2. B) = W A Ue, 1 

py 

l + w ^al 

N 


la puissance et le travail des forces intérieures au système (2) sont 
indépendants du référentiel choisi. 

intérieures n<est nuiie que dans ie cas p 3 "- 1 - d - 

• tous les théorèmes écrits pour deux particules en interaction sont 
directement generalisables à un nombre quelconque de particules en interaction. 

3. Réduction du problème à deux corps 

Nous considérons le système isolé de deux particules : F„ = Ô. D’autre part, les 
interactions entre les points M, et M 2 sont traduites par des forces intérieures 
conservatives (interaction gravitationnelle, électrostatique, élastique...): elles 
sont donc associées à une énergie potentielle E p 

3.1. Réduction à un problème à un corps 

L’etude d’un système isolé (2) de deux points matériels se ramène à l’étude du 
mouvement d’une particule réduite (fictive) P. Le tableau ci-dessous résume les 

DTODr etPS rfp a narfim o r-AA, i r. „ 


Masse réduite p 

^=?:m j m 2 /(mi + m 2 )j 

Vecteur position 7 = GP 

r =:GP = Fîp7 ! 

, Vitesse v p/R 


Ç ri* =%ra -^ / à' = (dM,M 2 ldt) 9 


Accélération â p/R 



j 

Force F(P) s’exerçant sur P 


Moment cinétique ô G ( P) m . = ô* (P) 


(P),«. =ô g (2) = M,M 2 a il v P/a 


Énergie cinétique £ c ( P ) /R , 

1 QC -J • . ki ... 



que 31* sont 


. . m,GM, + m,GM, =Ô 

données par les relations : < 2 2 

[ r(t) = GFÇ-GM[ 

GM; = ; GM7 = -3_ r 7ij 

2 m 2 +m, () 
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La trajectoire de la particule réduite P dans le référentiel barycentrique 31* 
donne, par homothétie, celles des deux particules M, et M 2 dans ce référentiel. 
Cas limite où m 2 <k m, : ce cas peut correspondre à un satellite autour de la 
terre, une planète autour du soleil, un électron autour du noyau ... 

la masse réduite est proche de m 2 : \x = — 712 m - ■ = m 2 

m 2 + m l 

le point M| est pratiquement confondu avec le centre de masse G (M, est 
pratiquement immobile dans#* ) et le point M 2 coïncide avec le point P. 

3.2. Lois de conservation 


Le tableau ci-dessous résume les lois de conservation et les conséquences. 


Grandeur conservée 


Conséquence 


Résultante cinétique : 


=( m i + m 2 ) v GIX = cte ; 


Si le référentiel 3t est galiléen, alors 3t* l’est 
également. 


Moment cinétique total dans 31 
et dans 31 * : 


ô o( 2 ),ÿ=rte i; Cq( 2 ) = cte 


Le mouvement de la particule réduite P et 
donc des points matériels M| et M 2 est 
plan. Il obéit à la loi des aires. 


Energie mécanique dans 31 et 
Æ*: 


E rn (2)^ =£ c (2) -tÊp -cte 


Possibilité d’une étude qualitative du 
mouvement à partir de la notion d’énergie 
potentielle effective. 


t m (2) = E*(2)+£,V cte 


MÉCANIQUE DES SYSTÈMES DE POINTS ET 
DU SOLIDE 

/. Cinématique d’un solide 

Un solide est un système continu et indéformable de points matériels. 

1.1. Relation fondamentale de la cinématique du solide 

Soient A et M, deux points quelconques d’un solide (S) et 31 un référentiel 

quelconque, il existe un vecteur œ, le vecteur rotation du solide dans 31 tel 
que : 

y(M)FX(A) * Xù a ÂM 

1.2. Axe de rotation d’un solide et mouvements d’un solide 

Le mouvement d’un solide (S), par rapport au référentiel 31 , se décompose 
toujours en une rotation de vecteur rotation (ô=Cûë^ (où est un vecteur 
unitaire porté par l’axe instantané de rotation À ) autour de l’axe A , non fixe, 
et d’une translation parallèlement à l’axe A . 


Cas particulier n°l : mouvement de translation pure. Tous les points du 
solide (S) ont même vitesse à une date t donnée. 


Cas particulier n°2j mouvementée rotation pure. Le vecteur rotation cô 
s’écrit dans ce cas : û)= Cûe^ = 0 e â . Tous les points M du solide (S) ont un 
mouvement circulaire de rayon r = AM (A est le projeté de M sur l’axe A qui 
est fixe) autour de l’axe A et de vitesse v(M) = CO a AM = rco = r8 . 

1.3. Roulement et glissement d’un solide 

Soient deux solides (S,) et (S 2 ) en contact au point géométrique I à la date t. 
Le point I, (respectivement l 2 ) est le point matériel appartenant au solide (S,) 
(respectivement (S 2 ) ) coïncidant avec le point I à la date t. 


La vitesse de glissement v, au point I de (S 2 ) sur (S,) est définie par la 
relation : 


m 


Remarque : _ la condition de non-g lissement (ou condition d’adhérence) 
s’écrit : 




Les cas usuels de mouvement d’un solide en contact avec un autre solide sont 
les suivants : 

Mouvement de glissement pur. 

La roue (S 2 ) présente un mouvement de (S 2 ) 
translation pure par rapport à la route (S,). 

CÔ = Ô ; v g *Ô ; 7(1,) = Ô ; 

^ (* 2 ) = ^ (G) = v(A) = v (M) quel que soit le 
point M de la roue. 

Mouvement de pivotement pur. 

La roue pivote autour d’un axe vertical, 
co = cün ; cor = 5 ; v g = 0 ; 

7 ( l a) = ‘ ? 0i) = ''0) = Ô. 



Mouvement de roulement avec 
glissement. 

La roue (S 2 ) patine, c’est-à-dire qu’elle glisse 

par rapport à la route (S ( ) et qu’elle roule. La 
roue tourne autour de son centre G et elle 
glisse par rapport à la route au point I. 
cô=ô>r ; Ô)n=Ô ; v g *5. 



necüini^uc 


Mouvement de roulement sans 
glissement. 

Ce cas correspond à la marche normale d’une 
voiture : co = o>r ; cùn = 5 ; 


v(l 2 ) = ÿ(|i) = y -(|) = 0 

v (G) = cô a IG , |v(G)| = Rco 



r 

2. Eléments cinétiques 


Systèmes de points 


Masse totale 



Centre de 
masse (ou de 
gravité ou 
d’inertie) G 


Quantité de 
mouvement 



1 


Résultat 

important 



Moment 
cinétique par 
rapport à un 
point O 



Propriété 


Energie 

cinétique 


soit O' un autre point, on a 
dans tous les cas : 



Solide (S) 

La masse volumique est 
p (M) = 8m/ôx 
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Moment cinétique d’un solide par rapport à 
un axe 

On étudie le cas d'un solide mobile autour d'un axe 
fixe A passant par un point O et défini par le vecteur 
élémentaire ë A . 

Vecteur rotation 


co==cûé A 

Moment cinétique par rapport à A : noté a A et 
défini par : fo A ==g( 0) -g, 



Moment d’inertie par rapport à l’axe A noté J 
l. d'inertie du solide (S) per „ ppm 4 A pr ; 

.> '-'•'.•■'ri'. ;-V - i 


OÙ H est le projeté orthogonal de M sur l’axe A u t m - 

courant parcourant l'ensemble du volume V du solide'. ’ p ° lnt 

On montre que où s'exprime an kg . m* . 

^existe Indépendamment du mouvement, ,« u „ e ear.etéristiqu, du solide 

Cas particulier , cylindre homogène de masse m et de rayon R tournant 


autour de son axe de symétrie de révolution : 


h^mF? 

ftif 2 ' 


3. Référentiel barycentrique 
3.1. Propriétés 

le centre de masse G du système de points ou du solide (S) est fixe dans 
le referentiel barycentrique 3t\ 

ist - 0 , q c — 2 Q&i# a Vi = Ô a v/ = 6 . 

h quantité totale f dans „ réléremhl 

3t est nulle : |Pl=ot j ^ 

le tmomen, cinétique d<0) exprimé dan, le référentiel b.rytentrique 
x est indépendant du point 0 choisi. On le note donc a 

l’énergie cinéti ^ barycentrique g s’écrit da ns le référentiel 
barycentrique 3C : 




et 


3 -% -r-. r , .J. 

.2. Theoremes de Koenig 


§!®§â|8t®f 

c m v v: ' iarr 

~ 'y ; k ; >. 


G * - ü + OG a p /x 

i 

1 

et 

IPfliSPi 


J 
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4. Les actions mécaniques 

Un solide de volume V et de surface S subit deux catégories de forces : les 
forces volumiques F v et les forces surfaciques F s . 

Les forces surfaciques F s , comme les forces pressantes et les frottements, 
traduisent les actions de contact entre la surface S du solide et le milieu 
extérieur au solide. Ce sont des forces à courte portée. 

Les forces volumiques F v traduisent les forces subies par chaque point M se 
trouvant au sein du volume V du solide (Sol). Une force volumique F v (en 
Newton N), associée à la densité volumique de force f v (en Newton par unité 

de volume N-m’ 3 ) s’écrit: F v = j]£ dF v = jj£ fi Sx. Ce sont des forces à 

longue portée. 

Le moment en un point O de ces forces est : 



Cas des forces d’inertie : ce sont des forces volumiques. On a 
Force d’inertie d’entraînement : F je = -m tot o e (G) 

Force d’inertie de Coriolis : F ic = -m tol â c (G) 

avec 5 e (G) et 5 c (G) respectivement les accélérations d’entraînement et de 
Coriolis du centre de masse G du système. (Voir le chapitre correspondant en 
mécanique du point). 


5. Théorèmes de la mécanique des systèmes 

5.1. Théorème du centre de masse 

Nous distinguons les actions (appelées aussi efforts) intérieures des actions 
extérieures appliquées à un système de points. 

La somme des forces appliquées à un système de points de masse m ; se 
décompose en une force extérieure de résultante ^ = ^]F ex ^ et une force 


intérieure de résultante 


'L 


Ph, 

V i* 




y 


La somme des forces intérieures appliquées au système de points est nulle. 

Le théorème de la résultante cinétique (appelé aussi théorème du centre de 
masse) s’exprime par : 






Remarque : si le référentiel d’étude n’est pas galiléen, il faut rajouter les forces 
d’inertie d’entraînement et de Coriolis à la somme des forces extérieures 



necamque 


5.2. Théorème du moment cinétique 

Soit O, un point fixe du référentiel galiléen 3t f . le théorème du moment 

emet.que appliqué à un système de points ou à un solide, dans le référentiel 
galileen 9t* s écrit: 



Le moment des forces intérieures par rapport au point O est nul : 


M, 


'°' i " t - 0- Le moment des forces se réduit aux seules forces extérieures (et 


éventuellement les forces d’inertie). 

5.3. Théorème du moment cinétique par rapport à un axe fixe A 



Avec, O i= (ô 0 (M)K « M, (U^iL ) ■£. 

° anS 16 ré férentiel baryce ntrique St’ , le théorème du moment cinétique 


s écrit : 






et, en projection 



que le référentiel barycentrique Ht' soit galiléen ou non. 

5.4 Théorème du moment cinétique appliqué à un solide en 
rotation autour d’un axs fixa 

Le solide (Sol) tourne autour d'un axe de rotation A fixe par rapport au 

referentiel d’étude 3t. Le moment cinétique, en projection sur l’axe A 
s exprime par : “ 

traduit par me ^ m ° ment cinéti ^ e - da "* le référentiel d’étude galiléen, se 



SMe référentie! d’étude n’est pas galiléen, il faut tenir compte, du moment 

H. 'V 0 Tr. me , n ' e c *' entra ' nement et du moment de la force 
d’inertie de Coriolis. 

s'écr^° rèrne ^ m ° ment dnétlqUe danS ' e référentiel barycentrique St’ 



La projection du théorème du moment cinétique; dans le référentiel 
barycentrique 91 sur Taxe de rotation orienté A G s’écrit : 
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Ces deux derniers théorèmes sont très intéressants car ils ne nécessitent pas 
l’utilisation des moments des forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis, 
même dans le cas où le référentiel barycentrique 9C n’est pas galiléen. 


6 . Théorème de l'énergie cinétique 

6./. Théorème de théorème de l’énergie cinétique appliqué à un 
système de points 

Le théorème de la puissance cinétique appliqué à un point Mj dans le référentiel 


Le théorème de la puissance cinétique pour le système s’écrit : 

d£ c /5L (Mj) - 


Le théorème de l’énergie cinétique pour le système s’écrit : 


Dans le cas le plus général, le travail des forces intérieures n’est pas nul. 
Ces théorèmes se généralisent à un solide (dans ce cas 9\ ni = 0 car un solide est 
un système rigide) et à un système (rigide ou non) de solides (9> nti *0 a priori). 

Si le référentiel d’étude n’est pas galiléen, il faut tenir compte de la puissance 
de la force d’inertie d’entraînement. 


6.2. Expression de l'énergie cinétique et de la puissance pour un 
solide 



Si le solide (S) tourne autour d’un axe de rotation A fixe par rapport à un 
référentiel d’étude 9t . L’énergie cinétique devient : 



Dans le référentiel d’étude 91, l’énergie cinétique d’un solide de masse m 
tournant autour d’un axe fixe A G dans le référentiel barycentrique 9Ï 
s’exprime par la forme pratique du théorème de Koenig : 
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Le premier terme représente « l'énergie cinétique de rotation » dans le 
référentiel barycentrique 3t , le second terme représente « l’énergie cinétique 
de translation » dans le référentiel d’étude 31 . 

La puissance des forces extérieures qui s’appliquent à un solide s’écrit : 

8W 

*( f «> = - d '“ = f '« • V(A) + M a (Fext ) ' CO 

où A est un point quelconque du solide (S) . La puissance des forces intérieures 
est nulle pour un solide car il s’agit d’un objet rigide. 

Si le système de forces est équivalent à un couple de forces de moment T, la 
résultante des forces F est nulle et la puissance est indépendante du point A 

choisi: f?(F M ) = ^^ = F-v(A) + ÂÇ(F).ffl==f-M. 

La puissance et le travail d’un système de forces dépendent du référentiel 
choisi. 


7 . Cas de plusieurs solides 

Les théorèmes vus sont toujours valables, il suffit de sommer les mêmes 
grandeurs des différents solides. Par exemple : 

- I énergie cinétique d’un ensemble de solides est égale à la somme des énergies 
cinétiques de chacun, 

- le moment cinétique d’un ensemble de solides est égal à la somme des 
moments cinétiques de chacun, calculés au même point. 


8. Contact de deux solides ; lois de Coulomb 

8.1. Liaison rotule et liaison pivot, liaisons parfaites 

Un solide est soumis à des liaisons s’il est astreint à rester en 
contact avec d’autres solides. 

• La liaison pivot rend fixe un axe lié au solide (S) : 

le-mouvement du solide (S) est décrit par une seule variable 

qui est l’angle de rotation 0 autour de cet axe (9 = co). Si la 
liaison est réalisée sans frottement, l’action sur l’axe a donc un 
moment nul parallèlement à Taxe. 



0) 


(S) 

h 

F 

d) 

*1 

!À 


• La liaison rotule rend fixe un point O du 
solide (S) : le mouvement du solide (S) 
est décrit par trois angles de rotation 
autour de ce point fixe O. En absence de 
frottements, le moment de faction du 
support sur la rotule est nul en O. 

• La liaison glissière (contact de glissement) assure le contact permanent 
entre deux solides (ou entre le solide et le support). L’action de liaison R se 
décompose en une composante tangentielle R, qui est nulle s’il n’y a pas de 
frottement et une composante normale R n , 
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• Une liaison entre un solide (S) et un support est dite parfaite si les actions 
de contact ont une puissance nulle dans le référentiel lié au support. 

8.2. Lois de Coulomb 


L’action de contact exercée par un solide (S t ) sur un solide (S 2 ), notée R 
(ou R,_> 2 ), peut se décomposer de la manière suivante : R = Rn +Rr où Rn est 
la composante normale de faction R et où Rt est la composante tangentielle 
de faction R . 


• Loi de Coulomb dans le cadre du glissement : v g = v (l 2 ) - v (I, ) ^ 0 . 

La liaison est non parfaite. La composante tangentielle de la réaction R est 
opposée à la vitesse de glissement : Rr • v g < 0 où v g est la vitesse de glissement 
au point I de (S 2 ) sur (S,). Les normes des composantes normale et 


tangentielle de faction R sont reliées par la relation : ||Rf||;ÿ^ : .||R N j| où f d est 
le coefficient de frottement dynamique (sans dimension). 

• Loi de Coulomb dans le cadre du non glissement : v g = v (l 2 ) - v (I, ) = Ô . 

Les normes des composantes normale et tangentielle de faction R sont reliées 
par la relation : 


mm 


où f s est le coefficient de frottement statique. 
Le coefficient f s est sans dimension. 

Remarque : f 5 >f d , mais on confond souvent les deux valeurs. 

8.3 . Puissance des actions de contact 

La puissance des actions de contact entre solides est donnée par : 


$^ — 3 ^ 2 •* [fÆ), . rOi)] ~ Y| 


Dans le cadre du mouvement avec glissement: v g = v(l 2 )- v (I, ) ^ Ô et 
= ‘ v g =R‘V g =Rt -v g <0 . Il y a dissipation d’énergie par frottement 

Dans le cadre du mouvement sans glissement: v g = v (l 2 ) - v (I, ) = Ô et 

^ïroc • v g = 0. Il n’y a pas dissipation d’énergie dans le cadre du roulement 
sans glissement pour un contact ponctuel (ou contact sur une droite dans le 
cas d’un cylindre sur une route) au point I (pourtant, il y a des frottements entre 
les deux solides). 





LOIS GÉNÉRALES DANS LE CADRE 
DE L’APPROXIMATION DES RÉGIMES QUASI- 
STATIONNAIRES 


/. Lois générales dans le cadre de l'approximation quasi- 
stationnaire 


/./. Approximation des régimes quasi-stationnaires (A.R.Q.S.) 

K eS tensions intensités dans le circuit ne dépendent que du temps 
L intensité est la même en tout point d’une branche. 

1.2. Intensité du courant électrique 

Le vecteur densité volumique de courant de charges électriques est défini par : 

■î — Pi est la densité volumique des charges / et leur vitesse. 


L’intensité du courant à travers une section S est définie par /= JJj dS. Celle-ci 

S 

i où dq est la charge élémentaire algébrique qui 


s exprime encore par 


mm 


traverse pendant dt une section du conducteur. L’unité de l’intensité est 
I ampere de symbole A. 

/.3. Loi des nœuds 


La somme des courants arrivant et repartant 
d’un nœud est nulle. 


Avec: £ fc - + l pour tout courant circulant dans un 
conducteur orienté vers le nœud et e k =-! dans le cas 
contraire. 

/.4. Loi des mailles 




Il faut choisir un sens arbitraire de 
parcours (orientation de la maille). La 
loi des mailles exprime que la somme 
algébrique des tensions le long dune 
maille orientée est nulle. La relation 
traduit k deuxième loi de 

Kirchhoff. 

e k =+ ! si la tension u k est orientée 
dans le même sens que le sens de 
parcours de la maille, e k =-| dans le 
cas contraire. 



2. Le dipôle électrocinétique 

2.1. Conventions d'orientation 


- | Dipôle h 


B 


- | Dipôle h 


B 


u(0=v A -v B 

convention récepteur 


u ( t ) = v B- v A 

convention générateur 


2.2. Puissance reçue par un dipôle 

La puissance électrique reçue par le dipôle AB s’écrit, en convention 


récepteur : p[i].M$(t)V(t) 


2.3. Dipôles passifs linéaires 
a. Le résistor 

Soit un résistor de résistance R, 
orienté en convention récepteur. 
Loi d’Ohm : 


Dipôle | 


u = v A -v B 


Puissance dissipée par effet Joule : p(t)i:^ùi^(Rij^^'0; 1 

b. Le condensateur 

^ Relations du condensateur : - 




Energie emmagasinée dans un condensateur : 



c. La bobine 

i L 

, nrm 


Tension aux bornes de la bobine: 


U 


“Wcftl 


Energie emmagasinée par une bobine : 


2.4. Dipôles actifs linéaires, les générateurs 
a. Source idéale de tension 
E 


/ 


e 


u 

E est la force électromotrice (f.é.m.) 


O 

1 

U 



E 


b. Source idéale de courant 


-KD- 


u 

l 0 est le courant électromoteur (c.é.m.) 

c. Dipôle actif linéaire 
Source de tension ou modèle de Thévenin : 


4) 


O 

U 




■G-* 


J- 

— > 


IÏ-J = E — r/l 


U 

Source de courant ou modèle de Norton : 

I o 

KKD- 


»/g 


l = lpirg:U 


U 

Passage d’une représentation à l’autre : \Ç=Elr ; g = |/r 
2.5. Association de dipôies 
a. Association de résistors 
Association en série 

La résistance du dipôle équivalent à l'association en série de n résistors 
résistance R k (k = I n)estK ~ " 1 


K! 


Association en parallèle 

La résistance du dipôle équivalent à l’association en parallèle de n résistances 

/ i • I n i 




(/< — I, ...» n ) est R éq telle que : 

b. Association de dipôies actifs 
Pourune association en série, on utilise les représentations de Thévenin 


Le dipôle équivalent à une association de n générateur en série est i 

générateur ayant pour f.e.m. la tension £. , égale à la somm P ,i - h • 
r ' , , ec i e 5 a,e « la somme algébrique de 

t.e.m. de chaque générateur. 
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Sa résistance interne est R éq somme des résistances internes de chaque 
générateur. 


n 

n 



k = i 

k=l 


Pour une association en parallèle, on utilise les représentations de Norton : 



Le dipôle équivalent à l’association 
en parallèle de n générateurs est 
un générateur de courant 
électromoteur égale à la somme 
algébrique des courants 
électromoteurs de chaque 
générateur, et de conductance la 
somme des conductances de 
chaque générateur. 



3. Outils usuels permettant la simplification de l*étude des 
circuits 


<*. runt amseur ae tension 
La tension aux bornes du résistor 2 vaut 


— !.. fi 


u r =^êiMo 

R,+Rj 


J 


b. Pont diviseur de courant 

L’intensité qui traverse le résistor 2 


vaut 


... pi 

D G, 4- (j 2 


' 2 ;=- 



c. Théorème de superposition 
Théorème de superposition 

Dans un réseau linéaire comportant des résistances et des sources linéaires 
indépendantes, l’intensité du courant dans une branche (ou la tension aux 
bornes d’une branche) est égale à la somme algébrique des intensités (ou des 
tensions) produites dans cette branche par chacune des sources considérée 
isolément, les autres sources du circuit étant éteintes. 


OI es noeuds en termes de potentiels ou théorème de MILLMAN 
Soit un nœud N d’un réseau auquel 
sont reliés n résistances R k (k= l...n). 




CIRCUITS LINÉAIRES EN RÉGIME 
TRANSITOIRE 

/• Régime transitoire d’un circuit RC 

IJ. Réponse libre d’un circuit RC 

Le condensateur est initialement chargé 
sous une tension £. 

A l’instant t = 0, l’interrupteur est 
fermé, la tension u(t) passe 
brusquement de la valeur £ à 0. 



Evolution de la tension u c (t) aux bornes du condensateur 

La loi des mailles donne : 


du circuit. 

La solution est : 


du c | 

~ + -u c = 0 

dt t 


où T - RC est la constante de temps 


u c (t) = £e^ 


La tangente à l’origine coupe l’axe des 
abscisses à l’instant t = x. 



T 


> 

t 
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Évolution de l'intensité /(t) du courant 


/(£) = --e-^ 
R : 



. r du c 
i -C — -, soit 
dt 

Le condensateur assure la continuité de 
la tension à ses bornes, mais pas celle 
de l’intensité du courant. 


1.2. Réponse d’un circuit RC à un échelon de tension. Réponse 
indicielle 

Le condensateur est Ur 

initialement déchargé. On . 

applique aux bornes du circuit 
un échelon de tension 
d’amplitude £, u(t ) passe 
brusquement de 0 à £ à 
l’instant t = 0 . 



7— 1 R h-*— 

n 

U(£) C = 



Evolution de la tension aux bornes du condensateur 

La loi des mailles donne : 


ave c - 


La solution est 


La tangente à l'origine coupe 
l’asymptote u c = £ à l’abscisse 
t = T. 



Évolution de l'intensité du courant /(t) 



T 


t 
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2 . Régime transitoire d’un circuit RL (réponse à un échelon 
de tension) 


A I instant t = 0 l’interrupteur 
est fermé, ce qui revient à 
appliquer un échelon de 
tension d’amplitude £ aux 
bornes du circuit £ 


Évolution de l’intensité du courant 

La loi des mailles donne — + — / = — avec t = — 
dt T L R' 

'(t) 


Solution : 


i ( £ )=|(, -e-'<) 


Évolution de la tension aux bornes de la bobine 


u t (t)=L^p =£ e^ 
dt 


3. Régime transitoire d’un circuit RLC série 


Considérons un circuit RLC 
série, la tension u(t) est 
une tension connue 
imposée au circuit. 


nmy\_ 

A / 


u(t) 


-L R 


* ^ — 

L~Â _ J—»— 

' J 

) 

k 

u(t) L : 




La loi des mailles donne : 
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La pulsation propre du circuit vaut : 


t I 

«O = 


Vie 


, Le coefficient d’amortissement 


du circuit vaut : 


m = 


2 V 


. Avec ces notations, l’équation différentielle s’écrit : 


d 2 u c - _ du r \ r -l ■■ 7 

le* 2frKOo "df + ®° üc = $V(.o 


Le facteur de qualité du circuit RLC série est défini par : 


uüii, 



■2m R \ 

C R RCcùq 


L’équation différentielle s’écrit encore : 


d u c cû 0 du c 2 2 ' 

)oUc=fâ ° ü(£) 


Réponse libre d*un circuit RLC série 


Le condensateur est 
initialement chargé sous la 
tension £. L’interrupteur 
est fermé à l’instant t = 0. 

Donc pour t> 0, u(t) = 0. 



Trois cas sont à envisager suivant le signe de A' : 

• Régime apériodique, m > I 

Dans ce cas le discriminant est positif, A >0. L’équation caractéristique admet 
deux racines réelles : 

<i = -mo ) 0 +^/co 0 2 (m 2 -l) = -cû 0 (m-Vm 2 -l] 

r 2 = ~mco 0 ~-y/cû 0 2 (m 2 -l) = -co 0 (m + Vm 2 -l) 

La solution générale de l’équation différentielle s’écrit : 

u c (i) = Ae* + Be v . = e"™» 1 ^Ae + ““^' f 

Les conditions de continuité de la tension u c (t) et de l’intensité /(t) 
permettent de déterminer les constantes A et B. 

Puisque m>l, les solutions /j et 
r 2 sont deux réels négatifs. La 
tension u c (t) tend vers 0 de 
manière monotone lorsque t 
augmente. 



t 


• Régime critique, m = I 

Dans ce cas le discriminant est nul, A' = 0. L’équation caractéristique admet une 
racine réelle double : 


r o = = ~(û 0 

La solution générale de l’équation différentielle s’écrit : 


Les conditions de continuité de la tension u c et de l’intensité /(t) permettent 
de déterminer les constantes A et B. 

La pulsation propre co 0 étant un 
réel positif, u c (t) tend vers 0 de 
façon monotone lorsque t 
augmente. u c (t) tend vers 0 plus 
rapidement que pour le régime 
apériodique. 

• Régime pseudo-périodique, m < I 

Dans ce cas le discriminant est négatif, A' < 0 . L’équation caractéristique admet 
deux racines complexes conjuguées : 

r, = -m(i) s + j(û 0 Vl-m z 

r 2 = -m(ù 0 - j (û 0 >/l-m 2 

La solution générale de l’équation différentielle s’écrit : 



ou encore : 




La pseudo-pulsation du circuit vaut cù = co 0 J\ - m 2 . 
La solution de l’équation différentielle s’écrit ainsi : 




ou encore 




Les conditions de continuité de la tension u c et de l’intensité /(t) permettent 
de déterminer les constantes A et B ou A' et (p. 

La tension u c (t) se présente sous la forme d’une fonction pseudo-sinusoïdale, 
de pseudo-pulsation cû, dont l’amplitude est modulée par le facteur Le 

coefficient -ma> 0 est la partie réelle des racines de l’équation caractéristique. Si 
0 < m < I , la partie réelle, -mco 0 des racines est négative. Il en résulte, dans ce 
cas, que « l’enveloppe exponentielle », e*™ 0 ' décroît au cours de temps. 


fciectrumque - cæiu uuneuique 


>A 


Dans ces conditions, le régime 
libre est un régime transitoire 
amorti, c’est-à-dire qui s’atténue 
et tend à disparaître, le temps 
caractéristique de l’amortis- 


sement est 


mm 


La pseudo-période 
oscillations amorties est : 



lllllîftèlit 

; ?®s 

mmm 


des 


r.. enveloppe exponentielle exp(-mcùot) 

\ 4 " — 



CIRCUITS LINEAIRES EN REGIME 
SINUSOÏDAL FORCÉ 


/. Signaux sinusoïdaux 

IJ. Fonctions sinusoïdales 

Une grandeur sinusoïdale est 
représentée par : 


, “X® 


)%^cos 



X m est l’amplitude, (û est la pulsation (en rad-s~ ), cot + cp est la phase à 
l’instant t, (p est la phase à l’origine des temps ou déphasage. 

La période temporelle est la durée au bout de laquelle le signal se reproduit 


identique à lui même : 


La fréquence f du signal est 



nombre 



La valeur efficace est : 



seconde : 


1.2 . Utilisation de la notation complexe 

Soit un signal sinusoïdal : x(t) = X m cos (eût + (p) = X cff \fl cos ( eût + cp) . 
La représentation complexe de ce signal est la fonction complexe : 
avec j 2 = - 1 et 





et Re la partie réelle. 
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Intérêt de la notation complexe : 

les dérivations par rapport au temps deviennent des multiplications par jco 
les intégrations par rapport au temps deviennent des divisions par jco. 


2 . Circuit RLC série en régime sinusoïdal forcé 


Considérons le circuit RLC 
série suivant, relié à une source 
de tension sinusoïdale idéale de 
pulsation co et de f.é.m. 
e (t) = E w cos (ût. 




2 J. Réponse en intensité - Résonance d’intensité 

La loi des mailles donne : Rj_ + LjCû / + - — - i = £ e i<üt 

~ C jco" — 

soit encore : 



Posons : co 0 



: pulsation propre du circuit RLC série, 


x 


— la pulsation 


réduite et Q = — - - 


RC(j) r 


. = i/I 

rVc 


le facteur de qualité. 


L’amplitude maximale de l’intensité du courant s’écrit alors : 




Il y a toujours résonance d’amplitude de courant pour w=I3 
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2.2. Réponse en charge - Résonance de tension aux bornes du 
condensateur 

L’amplitude complexe de la tension aux bornes du condensateur vaut : 



3 . Impédances et admittances complexes 
3.1. Dipôles passifs linéaires R, L et C 
Impédance complexe 

Si L/^ et 1^ désignent les amplitudes complexes associées à u(t) et /(t), on 

appelle impédance complexe du dipôle la grandeur notée Z et définie, en 
convention récepteur, par : 

[ s Z 

HHZ>- 

< 





L’admittance complexe du dipôle est définie par : 


y=~ 

~ Z 


L impédance complexe Z contient toutes les informations nécessaires pour 
caractériser le comportement du dipôle en régime sinusoïdal forcé : 

Si la tension aux bornes du dipôle est: u = U m cos(cot + cp), le courant le 
traversant est noté : / = l m cos(c ot + y) , alors : 



• le module de Z donne le rapport des amplitudes U m et l m (ou des valeurs 
efficaces) de u(t) et i(t) : |Z| = ^ ^ ; son unité est l'Ohm. 

'm ' 

* |,argunient de - donne le déphasage entre la tension u(t) et le courant 


= <P-V 


'(0 : l ar gZ 

Impédances des dipôles R, L et C 
Impédance d’un résistor 


L’impédance d’un résistor vaut : 




L’impédance d’un résistor est réelle. La tension et le courant sont en phase. 

Impédance d’une bobine parfaite 

L impédance d’une bobine parfaite vaut : Z-0 jL(ùl 

L impédance complexe d’une bobine parfaite est un imaginaire pur : argZ = +— . 

En convention récepteur, la tension est en avance de phase de +— sur le 
courant. 

Impédance d’un condensateur parfait 


L impédance d’un condensateur parfait vaut : 


#8 


|. L’impédance complexe 


d’un condensateur est un imaginaire pur : argZ = -~.En convention récepteur, 

la tension est en retard de phase de — sur le courant 

2 

3.2. Dipôles actifs linéaires en régime sinusoïdal forcé : générateurs 

En régime sinusoïdal forcé, une source réelle de tension sinusoïdale est 
caractérisée par : 

e 


■H9- 


“O- 


u 


Eieuu umv|uw - i-i'-ci.i 


icu^uc 


e est la f.é.m. complexe du générateur qui est de la forme E m e ;tp e )cût . 

Z est l’impédance interne complexe du générateur. 

En régime sinusoïdal forcé, une source réelle de courant sinusoïdal est 
caractérisée par : 




Le courant électromoteur complexe est noté i 0 . 



‘-OZH 

u 


4. Réseaux linéaires en régime sinusoïdal forcé 

Un réseau linéaire en régime sinusoïdal forcé est un réseau constitué de dipôles 
passifs linéaires et de générateurs linéaires délivrant des tensions ou des 
courants sinusoïdaux que nous choisirons tous de même pulsation G). 

4. /. Loi des nœuds 


avec : e k = + ! pour tout courant circulant vers le nœud et E k =-l dans le cas 
contraire. 

4.2. Loi des mailles 




avec : £ k =+! si la tension u k est orientée dans le même sens que le sens de 
parcours de la maille et e k = — I dans le cas contraire. 

4.3. Association de dipôles linéaires 
Association en série 

L’impédance équivalente à l’association en série de deux dipôles est égale à la 


somme des impédances de chacun des dipôles : 

Association en parallèle 

L’admittance équivalente à l’association en parallèle de deux dipôles est égale à la 
somme des admittances de chacun : 


Diviseur de tension 



-T 


5 




U-,. 



Electronique - fciectrodnetique 


Diviseur de courant 


— v;+y 2 - 


X 



X 

jL 


Loi des nœuds en termes de 
potentiel : 

L’amplitude complexe du potentiel du 
nœud N (repéré par rapport à un 
potentiel de référence ou potentiel 
de la masse) a pour valeur : 



(relation aussi connue sous le nom de 
théorème de Millman). 

Si une branche présente une source de 
l’expression précédente. 



courant, il faut en tenir compte dans 


5 . Puissance en régime sinusoïdal forcé 

5.1. Puissance instantanée, puissance moyenne. Facteur de 
puissance 

Soit u(t) = U e(r V2 cosot la tension sinusoïdale aux bornes d’un dipôle linéaire 
quelconque orienté en convention récepteur et /(t) = / eff V2cos((»t-<p) 
l'intensité du courant le traversant. U eff et l eff sont les valeurs efficaces de u et 
/. La puissance moyenne reçue par le dipôle est alors : 



| cos cp — facteur de puissance. 
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5.2. Adaptation d’impédance - Notion de charge adaptée 


Considérons le montage constitué 
d'un générateur de tension 

sinusoïdale de f.é.m. e = EV2 cos eût 
et d’impédance Z g = R g + jX % relié à 


X 


un dipôle D d'impédance Z = R + jX . 
D est appelé impédance de charge. La 
puissance moyenne reçue par le 
dipôle D, de la part du générateur, 
est maximale si R = R g et X = -X , 


c’est-à-dire si : 


Z - Z. 



Z 


6 . Filtres du premier ordre et du second ordre 

6.1. Définitions 

Un quadripôle est un système électrique possédant deux bornes d’entrée et 
deux bornes de sortie. Un quadripôle est dit linéaire si tous les éléments qui le 
constituent sont linéaires. 

6.2. Fonction de transfert (ou transmittance) d’un quadripôle 
linéaire 

En régime sinusoïdal forcé, on appelle fonction de transfert d’un quadripôle 
linéaire le rapport : 


v e et v s étant les amplitudes complexes des tensions d’entrée et de sortie du 
quadripôle. 

6.3. Filtre linéaire 
Définition 

Un filtre linéaire est un quadripôle linéaire qui permet de transmettre 
sélectivement certaines composantes du spectre en fréquence d'un signal. 
Représentation de Bode 
Le gain en décibel est défini par : 



Un diagramme de Bode regroupe la représentation du gain en décibel ainsi que 
du déphasage entre v s et v e en fonction de la variable Cû ou f. 



Filtre passe-bas 

Un filtre passe-bas du premier ordre, est un quadripôle dont la fonction de 



1 



? 

I- 




l 



I 




où H 0 est une constante et (ù £ une pulsation caractéristique correspondant à la 
pulsation de coupure à -3 dB. 

Son rôle est d’eliminer les hautes fréquences pour ne garder que les basses 
fréquences (inferieures a la fréquence de coupure). 

Les diagrammes de Bode du gain et de la phase (pour H„ =|) sont les suivants : 


Courbe de gain d’un filtre 
passe-bas du premier ordre 


+ 10 l - 

0,1 1 

^ dB 

CO 

10 ^ 

-10 
-20 
-30 ■ 
-40 

V % 



Courbe de phase d’un filtre 
passe-bas du premier ordre 


0.1 

r , _ uj 

10 57 


- >■ 

2 



Un filtre passe-bas du deuxième ordre est un quadrip ôle dont la fonction de 
transfert est du type : 



où m est le facteur d’amortissement, Q = ± le f acteur de quaiité et ^ une 
pulsation caractéristique, appelée pulsation propre du système. 

Les diagrammes de Bode du gain et de la phase (pour H 0 =1) sont les suivants : 


Courbe de gain d’un filtre 
passe-bas du deuxième ordre 
A 


o,i cé 

\ G © 

1 °dB 

\ 10 cù 0 



^ 

\ 

Q=0,707 


\V%, 


\<g- «g 

-80 

\ % 
c o 


w Courbe de phase d’un filtre 
— passe-bas du second ordre 


0,1 ; 

k ^ J Cû 

10 51 


* 

Q=0,707 



Q=l0 


Filtre passe-haut 

Un filtre passe-haut du premier ordre, est un quadripôle dont la fonction de 


transfert est de la forme : 
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où H 0 est une constante et 0) c une pulsation caractéristique correspondant à la 
pulsation de coupure à -3 dB. 

Son rôle est d éliminer les basses fréquences et de conserver les hautes 
fréquences (supérieures à la fréquence de coupure). 

Les diagrammes de Bode du gain et de la phase (pour H 0 =1) sont les suivants : 


Courbe de gain d’un filtre 

passe-haut du premier ordre Courbe de phase d’un filtre 




où m est le facteur d’amortissement, Q = — le facteur de qualité. 

2m 

Les diagrammes de Bode (pour H 0 =1) sont les suivants : 


uc uc gdm u un mire 

passe-haut du deuxième ordre: 



Courbe de phase d’un filtre 
passe-bande du second ordre 


1 

Q=l0 

cp(rad) 

.* m 


2 _ 
10 O3 0 

0,1 


~2 

Q=0,707 


Remarque : lorsque Q > —j= il y a un phénomène de résonance au voisinage de 
la pulsation co 0 . Le maximum de la courbe n’est cependant pas obtenu en co 0 


mais en 




I 

2 Q 2 
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Filtre passe-bande du deuxième ordre 

Ce filtre possède une bande passante [û)_ c ,û)J centrée autour d’une pulsation 
caractéristique co 0 . La fonction de transfert est la suivante : 



avec Q = — . 
2m 


r. ,> 'ifn .<% • CO 

2m/— rv 

H(j(o).-H 0 ^ 


I 4- 2iry ~ 


0)n 


Les bornes de la bande passante vérifient l’équation Q 
En ne gardant que les solutions positives, i! vient : 




œ n 




(o c = Q3o !^ + ^+i/Q1 , -'/Q+^+i/Q’ 


La bande passante est Àco = co c - co_ c = co 0 / Q . 

Les diagrammes de Bode sont les suivants (pour H 0 =1) : 


= ±l. 


Courbe de gain .d’un filtre 
passe bande du deuxième ordre 



6.4. Caractère intégrateur ou dérivateur d’un filtre 
Caractère intégrateur 

Un filtre se comporte comme un intégrateur si : 



G* 


20log|H(j©)| 


-20log— . 
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La représentation de Bode est une droite de pente -20dB/décade et un 
déphasage (p = ±~. 

Il est cependant impossible de réaliser un intégrateur idéal pour toutes les 
pulsations. 

Un filtre passe-bas du premier ordre présente un caractère intégrateur 
pour les pulsations très supérieures à sa pulsation de coupure : 


ttu ©)=■ 


. co 

+ J — 


y(jco) s 


. CO 


si co » co n 


C 0 n 


J- 


COn 


■'o w 0 

Un filtre passe-bande du deuxième ordre présente également un caractère 
intégrateur pour des fréquences supérieures à sa fréquence de coupure haute. 
Caractère dérivateur 

Un filtre se comporte comme un dérivateur si : 


i , . co 


H(jCù) = — = ±/~~ 
V e CD 0 


G dB = 20 log|H(j'C 0 )| = 20log— . La représentation de Bode est une droite de 
pente +20 dB/ décade et un déphasage (p = ± — . 

Il est impossible de réaliser un dérivateur idéal pour toutes les pulsations. 
Un filtre passe-haut du premier ordre présente un caractère dérivateur 
pour les pulsations très inférieures à sa pulsation de coupure : 


. co 


H(ja)=- 


l + j- 


.cû 
! — 
“o 


H(jœ)= j 


. CO 


C0 n 


SI co « co n 


Un filtre passe-bande du deuxième ordre présente également un caractère 
dérivateur pour des fréquences inférieures à sa fréquence de coupure basse. 
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RECONNAÎTRE UN FILTRE A PARTIR DE SA FONCTION 
DE TRANSFERT NORMALISÉE 


Passe-bas 


Ordre I : H -H f 


" °ï+\j— 

\°>c 


Ordre 2: H = H 0 


I \+ 2mj— + 

COn 


. co 


Passe-haut 


Ordre I : H = H n 


. co 
J — 

CO, 


I (O 

1+/ j— 
C0 r 


Ordre 2 : H = H 0 ■ 


Z' \ 2 

. co 
J — 
co n 


I + 2mj— +/ 
G>o / 


Z' V 

. CO 

J — 


Passe-bande du 2 ème ordre 


H = H 0 - 


2mj — 


l + Q j I— 

>o co 


= Hn 


I + / 2mj 


or 

C 0 n 


V 


. CO 

7 — 
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CIRCUITS AVEC AMPLIFICATEUR 
OPÉRATIONNEL 

/. Amplificateur opérationnel idéal en régime linéaire 


sont nuis : i + =0 /" = 0 . 


et -VL < v < +V 


r 


C 


> 



+ 

00 



k / + 


v v" 

V * 





2. Montages classiques en régime linéaire 

Montage — - - 

suiveur 



Montage 

amplificateur 

non 

inverseur 


Montage 

amplificateur 

inverseur 


Montage 

dérivateur 


Montage 

intégrateur 




v s- v . 


v.(0= I 



v.(t) 



v,(t) = -RC 


dv e (t) 

dt 
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( Optique géMnétHiqMe 

OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE 

I. Bases de l’optique géométrique 

• Approximation de l’optique géométrique : 

«!! e H^ SiSte , à étUdier J a Pr ° Pagati0n de la lumière « ignorant son caractère 

h înm°r re ' a "T ray °" S ' Umineux est alors “"iquement déterminé par 
la geometrie des milieux transparents traversés par la lumière. 

• Indice d’un milieu : 

Soit c la vitesse de la lumière dans le vide et v sa vitesse (de phase) dans un 
milieu transparent, isotrope, homogène. L’indice du milieu est : fc/y | ; . 

• Les lois de Snell-Descartes : 

Réflexion : le rayon incident et le rayon réfléchi 
à la surface d’un dioptre sont dans le même plan, 
le plan d’incidence. Le plan d’incidence est 
défini par le rayon incident et la normale au plan 
tangent au dioptre au point d’intersection I entre 
le rayon incident et le dioptre. L’angle algébrique 
de réflexion est égal à l’opposé de l’angle 
d’incidence. 

Réfraction : le rayon i ncident et le rayo n réfracté sont dans le même plan, le 
plan d’incidence. On a : | n, sin s in //[l. 


\ A 

\ J i- 

/ n l 

i 

\ ° 2 




CD 


• Phénomène de réflexion totale : le rayon réfracté n’existe pas si le milieu 
I est plus réfringent que le milieu 2 (n, >n 2 )etsi l’angle d’incidence /, est 
supérieur à l’angle de réfraction limite : 


• Principe de retour inverse de la lumière : le t^jet suivi par la lumière 
enthe deux points est indépendant du sens de propagation de la lumière 

. Indépendance des rayons lumineux : les rayons lumineux composant un 
faisceau sont indépendants les uns des autres. P 

2 . Objets, images réels et virtuels 


Réels 



v 

'0 


Virtuels 


> 




Système 


«*- 


A 

Point 
objet virtuel 




V 


Un point objet est un point d’intersection de rayons incidents. 
Un point image est un point d’intersection de rayons émergents. 


Optique 


71 



Espace inr 

âge virtuelle 

Espace image 
réelle 



< — — > A' 

00 > 

< 

^ce d’entrée 

A'; 

B'i 

n S y stème ^ 

y & 

-n — ► 

w 

^ Sens de v 

Z Propagation B' 

n de la lumière 
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3. Stigmatisme , aplanétisme et plans focaux 

Un système optique (S) est dit rigoureusement stigmatique pour un couple 
de points A et A' si tout rayon incident issu de A passe par A' après avoir 
traversé le système (S). 

On dit que A et A' sont conjugués par rapport à (S). 

L’aplanétisme est la propriété de conservation du stigmatisme dans un plan de 
front perpendiculaire à Taxe optique. 

Approximation de Gauss : 

L’approximation de Gauss consiste à utiliser un système optique centré dans 
les conditions suivantes : 


• Les angles que font les rayons avec Taxe optique sont faibles (rayons 
paraxiaux). 

• Les points d’incidence des rayons sur les dioptres ou miroirs du système sont 
proches de l’axe optique. 

Dans ces conditions, un système optique centré est approximativement 

stigmatique et aplanétique. 

• Un objet situé dans le plan focal objet a son image à l’infini du système 
optique. Le foyer objet F est le point d’intersection entre le plan focal objet 
et l’axe optique. 


Un objet situé à l’infini du système optique a son image dans le plan focal 
image. Le foyer image F* est le point d’intersection entre le plan focal 
image et Taxe optique. 


w|juque 


4 . Miroirs sphériques dans l'approximation de Gauss 

Soit un miroir sphérique de centre C et de sommet S. Deux types coexistent : 
Miœir convexe (divergent) Miro/r concave (convergent) 




Schéma de Gauss : 



< 

miroir convexe 

Rayons particuliers : 


Schéma de Gauss : 



miroir concave 


• Tout rayon arrivant parallèle à l’axe optique passe par le foyer image F’. 

• Tout rayon passant par le foyer objet F se réfléchit parallèle à l’axe optique. 

• Tout rayon passant par le centre C du miroir revient sur lui-même. 


Définitions : 


; fi=='SF i - distance focale objet ; ftRSF' 


Foyer principal objet F 


distance focale image 






Foyer principal image F' 
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Relations de conjugaison : 


SA'^'SA^SC ! 



CA-* CÂ CS 


relation de conjugaison avec origine au sommet (relation 
de Descartes). 

relation de conjugaison avec origine aux foyers (relation 
de Newton). 

relation de conjugaison avec origine au centre. 


Les foyers ima ge et objet sont confondus et se situent au milieu de SC : 


i 

j.Grandissement : 

i 


SÂ " CÂ ■ SF~ " FÂ 


c c ' ? Ç" ‘ 


S. Lentilles minces dans l’approximation de Gauss 


Caractéristiques 

Lentille convergente 



Rayons particuliers : 


Lentille divergente 



• Tout rayon arrivant parallèle à l’axe optique passe par le foyer image F’. 

• Tout rayon passant par le foyer objet F ressort parallèle à l’axe optique. 

• Tout rayon passant par le centre optique O n’est pas dévié. 

Distance focale image : 

P Qür des milieux de part et d’autre de la lentille identiques. 


mm distance focale objet : 


et 


Relations de conjugaison : 

relation de conjugaison avec origine au sommet (relation 
de Descartes). 



relation de conjugaison avec origine aux foyers (relation 
de Newton). 


Grandissement : 


OA' _ F'A' f 
OA f " FÂj 


Constructions 



Objet et image réels pour une lentille mince convergente 



Objet virtuel et image réelle pour une lentille mince convergente 



Objet et image virtuels pour une lentille mince divergente 
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OPTIQUE ONDULATOIRE 

/. Généralités 

La lumière est modélisée par un champ électromagnétique qui se propage. 
L’étude de l’optique ondulatoire est effectuée dans le cadre de l’approximation 
scalaire, le comportement de l’onde est représenté par la grandeur 
scalaire s (M,t) représentant une projection du champ électrique de l’onde : 



ou a est I amplitude de I onde, co sa pulsation, (p 0 la phase à l’origine S et cp(M) 
la phase de l’onde en M à l’instant t. Pour un milieu homogène, k est le vecteur 

d’onde défini par 


r 271- 
k = — u 


1 > X est la longueur d’onde dans le milieu considéré, 

u le vecteur unitaire suivant la direction de propagation et 7 le vecteur SM . 

Le terme k-r s écrit encore — ~ — - ou (SM) = nds est le chemin optique 

de I onde allant de S à M, n l’indice optique du milieu au point considéré et X 0 la 
longueur d’onde dans le vide. 

En notation complexe : 


s(M,t)==aëxp]/ 

œt ) 

- . • ' r y. \ 

: " - . • 0 J 


On montre que le vecteur d’onde k, au point M, peut encore s’écrire sous la 
forme k = gr adcp(M) où <p(M) est la phase de l’onde en M. L’ensemble des 
points tels que <p = cte constitue une surface d’onde. 

Théorème de Malus: Le vecteur k = grâdcp(M) est orthogonal aux surfaces 
(p = cte. Les rayons lumineux issus d’une même source sont toujours 
orthogonaux aux surfaces d’onde. 

ou l'intensité lumineuse est définie par : 


L’éclairement 


ou encore par 




o 

c 

j(M) = K'{s 2 





f ) 

] : 

jet 

i 





— w wml ucj icmp uc lepunbe lents compares a la 

période de l’onde. Ils sont généralement sensibles au carré de la grandeur 
s(M,t). Les détecteurs effectuent la moyenne (sur leur temps de réponse) de 
cet éclairement, £ decc (M) = (£(M)) . 


opnoue 



optique 


/./. Conditions d’obtention d’interférences 

Lorsque deux ondes, de pulsations différentes, ayant suivi des parcours 
différents se superposent en un point M, les grandeurs scalaires relatives à 
chaque onde s’ajoutent : 

s cot(M»t) = o, cos(co l t -k, •r + (p 0| ) + fl 2 cos(g \t-kl •r + (p 02 ) 




L’éclairement au point M vaut : 


4e t (M) = (£(M)) = 2K(^ + |- + 0|02C os 


•MM) 

f \ 

cp,(M)--cp 2 (M) + (^ -o> 2 )t 

\ •(‘(M) Au j 


<p(M) 


Çj«( m ) “ Ç + ^ + 2 V%"(cos((p(M) + Acot)) 

A ce stade deux cas se présentent : 

• Les pul sations sont différentes, les éclairements (ou les intensités) 




car, (cos (<p(M) + Acot)) = (cos((p,(M) - <p 2 (M) 4- Acot)) = 0 

Les sources sont dites incohérentes et aucun phénomène d’interférences 
n est observable. C’est le cas de deux sources différentes, elles sont toujours 
incohérentes. 

Les ondes sont issues de la même source, les pulsations sont identiques, les 
phases à ! origine sont corrélées, £ det * Ç + , les éclairements ne s’ajoutent 


car (cos (cp(M) + Acot)) = (cos (cp,(M) - cp 2 (M) + Acot)) * 0 

Les sources sont dites cohérentes et un phénomène d’interférences se 
produit. Ce phénomène intervient si les deux faisceaux de lumière sont produits 
à partir d’une même source. 

Si, de plus, les éclairements de chaque faisceau sont identiques et de valeur , 
l’éclairement total vaut : 


vam 


MÜ 


/.2. Émission de la lumière 


L émission de lumière correspond à des transitions électroniques aléatoires 
Chaque transition donne lieu à un train d’ondes, dont la durée moyenne est 
appelée temps de cohérence x c . La longueur d'un train d’onde est la 
longueur de cohérence t c reliée au temps de cohérence par : t e = vx c , où v 
est la vitesse de l’onde dans le milieu considéré. 

La phase à l’origine cp 0 change de façon aléatoire d’un train d’onde à l’autre. 
L’onde n’est plus strictement monochromatique et on admet que l’ordre de 
grandeur de sa largeur spectrale Av est reliée à la durée d’émission par 
T c Av - 1 . 

Ce modèle est compatible avec le comportement (temporel) des détecteurs et 
les conditions que doivent remplir les interféromètres pour produire des 
interférences. 


Optique 


U 


1.3. Expression du déphasage 


Le déphasage en M vaut cp(M) = k 2 • r - k, • r = — (SM), (SM) 2 , où (SM), est 

le chemin optique de l’onde qui a suivi le chemin I et (SM) 2 le chemin optique 
de l’onde qui a suivi le chemin 2. Finalement, 



où ô = (SM),-(SM) 2 est la différence de chemin optique et X Q la longueur 
d’onde dans le vide 


L’ordre d’interférence p est défini par : p = -^- = — 

2ti X 0 

L’éclairement est maximal chaque fois que l’ordre d’interférence p est un 
entier relatif, £ max = ^ + 2y[€& . Les ondes sont alors en phase, les 

interférences sont dites constructives. 

L’éclairement est minimal lorsque l’ordre d’interférence p est un demi- 

entier, £ min = éj +6^ -lyjïfa . Les ondes sont alors en opposition de phase, 
les interférences sont dites destructives. 

Le contraste des interférences est défini par : 



Celui-ci est maximal et vaut l lorsque les éclairements et £2 sont 
identiques. 

Pour qu’il y ait interférences, les trains d’ondes (issus d’une même source) 
doivent se superposer, il faut donc que la différence de marche soit inférieure à 
la longueur d’un train d’ondes b<£ c . On admettra que les directions de 
propagation doivent être quasi-parallèles. 


2. Dispositif à division de front d’onde - Les trous d’Young 


Le dispositif des trous d’Young est constitué d’un écran opaque percé de deux 
trous S, et S 2 identiques distants de S,S 2 = a selon la direction Ox. Celui-ci est 
éclairé par une source S supposée monochromatique et ponctuelle. 




Ecran 


optique 


I I . Conditions d'obtention d'interférences 

1 ’isque deux ondes, de pulsations différentes, ayant suivi des parcours 
•Itlférents se superposent en un point M, les grandeurs scalaires relatives à 
•'•ique onde s’ajoutent : 

s cot( M >0 = o, cos(w -k r 7 + %l ) + a 2 cos((ù 2 t-k~ 2 ~r + % 2 ) 

I éclairement au point M vaut : 


V. <P(M) Aû) 

£ d«( M ) = Ç + ^ (cos((p(M) + A (üt)) 

A t e stade deux cas se présentent : 

Les pulsatiojns ^sont différentes, les éclairements (ou les intensités) 

■ " • (cos(<p(M) + Acot)) = ^cos((p,(M) -cp 2 (M) + A(ût)) = 0 

i ■ • sources sont dites incohérentes et aucun phénomène d’interférences 

observable. C’est le cas de deux sources différentes, elles sont toujours 

bl< ohérentes. 


^(M) = {£(M)) = 2K(i + 4 + 0| o 2 cos 


l es ondes sont issues de la même source, les pulsations sont identiques, les 
1 sont: corr Élées, £ del les éclairements ne s'ajoutent 

itlui : ! 



l " (cos (<p(M) + Acùt)) = (cos (cp,(M) - cp 2 (M) + Acot)) * 0 


l • sources sont dites cohérentes et un phénomène d’interférences se 
I m * * m luit. Ce phénomène intervient si les deux faisceaux de lumière sont produits 
* l' triir d’une même source. 

’ 1, plus, les éclairements de chaque faisceau sont identiques et de valeur 
•'“< Virement total vaut : 


1 ' émission de la lumière 

I "iiil-.sion de lumière correspond à des transitions électroniques aléatoires. 
1 transition donne lieu à un train d’ondes, dont la durée moyenne est 

"l'|"l e temps de cohérence t c . La longueur d’un train d’onde est la 
l'M.Mueur de cohérence t c reliée au temps de cohérence par: ^ = vx c ,oùv 

• • • vitesse de l’onde dans le milieu considéré. 

I » l'Use à l’origine (p 0 change de façon aléatoire d’un train d’onde à l'autre. 

I n’est plus strictement monochromatique et on admet que l'ordre de 

*>'' de sa largeur spectrale Av est reliée à la durée d’émission par 

L Av I. r 


( " "” ,dèle est compatible avec le comportement (temporel) des détecteurs et 

1 nditions que doivent remplir les interféromètres pour produire des 

Int m (t rences. 


Optique 


U 


1.3. Expression du déphasage 

Le déphasage en M vaut cp(M) = ï<~ • r - kj -7 = — (SM), (SM) 2 , où (SM), est 

le chemin optique de l’onde qui a suivi le chemin I et (SM) 2 le chemin optique 
de l’onde qui a suivi le chemin 2. Finalement, 


®| 


où 6 = (SM), - (SM) 2 est la différence de chemin optique et X 0 la longueur 
d’onde dans le vide 

L’ordre d’interférence p est défini par : p = — = — 

H 2k 

L’éclairement est maximal chaque fois que l’ordre d’interférence p est un 

entier relatif, £ mix = Ç + 2 y /£ l £ 2 . Les ondes sont alors en phase, les 
interférences sont dites constructives. 

L’éclairement est minimal lorsque l’ordre d’interférence p est un demi- 

entier, £ min =£J - 2y]£& . Les ondes sont alors en opposition de phase, 

les interférences sont dites destructives. 

Le contraste des interférences est défini par : 



Celui-ci est maximal et vaut I lorsque les éclairements éj et ^ sont 
identiques. 

Pour qu’il y ait interférences, les trains d’ondes (issus d’une même source) 
doivent se superposer, il faut donc que la différence de marche soit inférieure à 
la longueur d’un train d’ondes 5<^ c . On admettra que les directions de 
propagation doivent être quasi-parallèles. 


2 . Dispositif à division de front d’onde - Les trous d’Young 

Le dispositif des trous d’Young est constitué d’un écran opaque percé de deux 
trous S, et S 2 identiques distants de S,S 2 = o selon la direction Ox. Celui-ci est 
éclairé par une source S supposée monochromatique et ponctuelle. 



Ecran 


Optique 


L'éclairement en un point M de l'écran dépend de la différence de marche 


selon : £(M) = 


5(M) 


I + COS 




\Ao 


• Ce dispositif est souvent placé dans l’air 


tel que n air =n vide -I. A une distance D grande devant a,x et y, la différence 

de marche s’exprime, au premier ordre en ~ par • 

D 




Dans le cas où l'écran esc placé dans le plan focal d'une lentille. 


Les franges d’interférences, 
définies par ô = cte, sont 
en première approxima- 
tion, des segments de droi- 
tes perpendiculaires à l’axe 
Ox. Les franges brillantes 
sont telles que : 

à b ~— - = pk. x b =p , 

u a 

avec pe Z, les interfé- 
rences sont constructives. 
Les franges sombres sont 
telles que : 


§(M) ^asiné ~ otanÛ ~a~ 

■ -; 1 ;' ''. i f. ■ 


*.=1 P + 2 


XD 


, les inter- 


férences sont destructives. 





j ] 


vaut : 
1 » ' _1 

..ÀD 

MISS 

| et dans le plan focal d’une lentille, 

mm 

ttf 



La source S étant ponctuelle et monochromatique les interférences sont 

déîoüT 5 ' dan$ ^ i' arg f- d ° maine de reSpaœ ’ les interf érences sont 
délocalisées ou non localisées. 
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3. Autres dispositifs interférentiels à division de front 
d’onde 


Pour analyser un phénomène d’interférences réalisées avec un autre système 
que celui des trous d’Young, le plus simple est souvent de se ramener à l’étude 
faite pour ce dispositif fondamental. La partie grisée plus foncée représente la 
zone où se produisent les interférences. 

Dispositif Système d’Young équivalent 

Miroirs de Fresnel 



Les miroirs forment en O un petit angle 
e . Du fait de la réflexion sur le second 
miroir, S,OS 2 = 2e 


Miroir de Llo/d 



La source S et son image virtuelle S, 
constituent deux sources secondaires 
qui produisent des interférences. 
Bilentilles de Billet 



En première approximation, la 
distance a = S|S 2 , vaut o = 2e x OS . 



En première approximation, la 
distance a = SS, = 2h. 



Deux demi-lentilles identiques, sont 
séparées par un cache de petite taille, 
d e . Les sources secondaires sont les 
conjuguées par les lentilles de la source 
S. 


En première approximation, la 
distance o = S,S 2 , vaut: 


a 


OS 

ôs+f /C 


où f est la distance 


focale de la lentille et O le centre 
optique de la lentille. 



Biprisme de Fresnel 



Deux prismes (d’indice n) de petit angle 
au sommet A sont accolés par leur 
base. Ils donnent naissance à deux 
faisceaux qui semblent issus des sources 
secondaires S| et S 2 . La déviation 
provoquée par un prisme de petit angle 
Â vaut û = (n-l)Â. 



En première approximation, la 
distance a = S,S 2 , vaut o~2ÔxOS. 


Cas de deux faisceaux de lumière parallèles 

Si un dispositif interférentiel produit deux faisceaux de lumières parallèles, cela 
revient a considérer que les sources secondaires sont situées à l'infini et qu'elles 


font, entres elles, un angle a = 20 . 



La différence de marche en un point M 
de la zone grisée (plus sombre) vaut 

alors ô(M) = ax = 2 Dx. Les franges 

sont rectilignes, perpendiculaires à Ox 

* X 

et a O z, d’interfrange i - 

a 


4. Dispositif à division d’amplitude - L’interféromètre de 
Michelson 

Cet interféromètre est constitué d'une lame semi-réfléchissante ou 

ne? COefficients de transmission et de réflexion en énergie 

sont de 0,5) et de deux miroirs plans (de grande qualité) dont la position et 
orientation sont réglables par l'intermédiaire d’un système de vis. La lame 
separatr.ee étant traitée sur l'une de ses faces, un faisceau la traverse une fois et 

autre trois fois. Une lame dite compensatrice a été ajoutée afin de neutraliser 
I effet de cette différence. 


Lorsque les deux miroirs 
sont à égale distance de la 
séparatrice, à 45° de celle- 
ci et perpendiculaires entre 
eux, le trajet suivi par les 
deux faisceaux est 
identique, la différence de 
marche est nulle, dans ce 
cas, l’interféromètre est dit 
au « contact optique ». 
Un écran est placé 
parallèlement au miroir 
M2. 



4.1. Réglage en lame d'air, franges d'égale inclinaison 

Partant du contact optique, un des miroirs est déplacé, parallèlement à lui- 
même, d’une distance e, Pinterféromètre est réglé en lame d'air. Tout se passe 
comme si l’un des faisceaux traversait deux fois une lame d’air d’épaisseur e. 



Srtr 



upcique 


éauivafentT!T è > e ^ écla ' ré par une source ponctuelle, le montage est encore 
équivalent a la situation optique suivante : 



Dans le cadre des approximations usuelles, D»e,|x|,|y|, la différence de 

marche entre deux rayons issus des sources virtuelles S, et S 2 s’évalue selon 
6 = 2e cos 6 . Pour des angles 0 petits : 


o - 2s 

f : n2 " 

j • & 

=.2é 


V Ay 

■ 


= 2e I -- 


La différence de marche ne dépend que de l’angle 

0 (ou de la distance au point O, r = ,/x 2 + y 2 ). 
Les franges d’interférences sont dites d'égale 
inclinaison, ce sont des anneaux 
alternativement brillants et sombres centrés sur 

1 axe S|S 2 . L’ordre d’interférence vaut : 

H 'X ) ' 


K 


2 D l 



Au centre, r-0, l’ordre d’interférence est maximal, il est noté p 0 et vaut 
f L ’ ordre d’interférence p diminue lorsqu’on s’écarte du centre. 


. ÿ 2e 


? K 


Les anneaux sont brillants chaque fois que l’ordre p est entier. L’expression 
du rayon ’de ces anneaux s’en déduit : expression 








p est entier 


Les anneaux sont sombres chaque fois que l’ordre p est demi-entier 
L expression du rayon de ces anneaux s’en déduit : 


^sombre. 



p est entier 


innn y °c n 1 l T*™* bri " a " tS ( ° U sombres ) dé P end d e e P°^ ^ ordre p 
donne. Si la distance e entre les deux miroirs diminue, le rayon d’un anneau 

brillant r p diminue et la différence de marche tend vers 0, cette propriété est 

mise à profit pour régler l’interfé rom être. 


L épaisseur e de la lame d’air étant fixée, le rayon des anneaux brillants évolue 


selon une loi en ^1- — . ^- es annea ux se resserrent lorsque l’on s'écarte du 
centre. L’éclairement sur l’écran est donné par : 




I + cos 


4jte 


2 \ 


I — 


2 D 2 


Pour le réglage en lame d’air, les interférences créées par une source 
ponctuelle monochromatique sont non localisées. 

Les interférences créées par une source étendue sont localisées à l'infini. 


4.2. Coin d’air, franges d’égale épaisseur 

Partant du contact optique, lorsque l’un des miroirs a pivoté d’un angle a , 
I interféromètre est réglé en coin d'air. Si l'interféromètre est éclairé par une 
source ponctuelle, tout se passe comme si les rayons provenaient de deux 
sources virtuelles S, et S 2 , parallèles à l’écran et distantes de g, la situation 
correspond à celle des trous d'Young avec a = 2a Û. 



Tout se passe comme si l’un des faisceaux 
traversait un coin d’air d’angle a et d’épaisseur 
variable e(x'), (x étant la distance à l’arête). 
Dans le cadre des approximations usuelles, 
D»o,|x|, la différence de marche entre deux 
rayons issus des sources virtuelles S, et S 2 


s’évalue facilement : 



La 


différence de marche ne dépend que de x, les 
franges d’interférences sont dites d’égale 
épaisseur, ce sont des franges rectilignes 
alternativement brillantes et sombres. 


L’interfrange vaut : j ^ 




Ecran 



w K u, H uc 


L’éclairement sur l’écran est donné par : 


£(*) = 2Ç, 


I + cos 


\ 4 kolx V 


v A o / 



Pour le réglage en coin d’air, les interférences 

ref!ntSérlV° UrCePOnCtUe,le '"«"Somatique sont non localisées. 
Les interférences creees par une source étendue placée à l’infini sont 

même S i^cident) VO,S,na8e ^ (à nnt6rsection de deux Argents *sus d'un 

5. Interférences à deux ondes en lumière polychromatique 

et pour une source étendue — Localisation des 
interférences 

S I Cas d’une source ponctuelle mais polychromatique - 

cohérence temporelle de la source 4 

La source polychromatique est considérée comme une superposition de sources 

monochromatiques de fréquences v différentes (v =1). L’intensité élémentaire 

À 


dJ(M,v) au point M est donné par dJ( M,v) = /(v) 


: pK§(M) , 


1+ cosj^— — i—t V 


dv, où 


r ( v ) est la répartition d’intensité spectrale de la source pour la fréquence v . 

émisesf 'est^la^ ^ * j SOUrce ( en tenant compte de toutes les fréquences 
snectre f . ** 'densités élémentaires car les composantes du 

spectre frequentiel correspondent à des sources incohérentes. 


J(M,v) = >(v) 


I + COS 


f27çô(M) 




dv 


Caractéristique spectrale de la source 
Monochromatique 


Intensité reçue en M 



autour d’une fréquence centrale v 0 
(pointillés) avec une largeur 
fréquentielle très faible, la source est 
considérée monochromatique. 




I + COS ^O , g^ 


La superposition des figures d'interférences des différentes composantes 

em^s S zones a de 0 r e Pr ° V ° qUe h™'" 3 * 6 de ' 3 d'interférences dans 
certaines zones de î espace. 


optique 


85 


Doublet spectral (type Na) 



La source émet deux radiations 
différentes mais de fréquences très 

v-, — v, 


voisines, 


Vn 


: I. 


a J( 8) brouillages 



Av 

Des battements sont observés sur 
l’écran. La figure d’interférences est 
régulièrement brouillée. On pose 

V l+ V 2 

v mor =— ï et Av =v 2 - v,. 


J = 4J 0 


TtAv s , 

I + cos( o) cos( 5) 

c c 


Profil rectangulaire 



Dans certaines conditions, (traversée 
de filtres), l’émission (réelle en 
pointillés) de sources est quelquefois 
modélisée par un profil rectangulaire. 
L’intensité est constante dans un 
intervalle de fréquence Àv=v 2 -v,. 

j 

L’intensité spectrale vaut /(v) = — . 

Av 



Les interférences sont essentiellement 
observées dans une zone 
correspondant à une différence de 


marche quasi nulle et de largeur — . 

Av 

Plus la largeur fréquentielle de la 
source est large plus les interférences 
sont « localisées » autour de la zone 
correspondant à 8 - 0 . 


S = 4J 0 


l + sinc(— Ô)cos(^^8) 
c c 


5.2. Cos d'une source monochromatique mais étendue — cohérence 
spatiale de la source 

La source étendue est considérée comme une superposition de sources 
ponctuelles situées en P(/,y') qui parcourt la source. L’intensité élémentaire 
dJ(M, x',y') au point M du champ d’interférences est donnée par 


wpuque 


dJ(M, x\y') = S(x\y') 


1 + cos 

27t8(P)V 

_ 



dx'dy', où i(x\y) est l’intensité 


surfacique de la source au point P(x',y') 


•7(M,*,y')= J i(x\y) 

1 + COS 

2ji8(M) V 

étendue de 
la source 


v ^0 J _ 


dx'dy' 


Le calcul de l’intensité lumineuse en un point M de la , nno j-:,,,. 
dépend du système interférentiel. 6 d lnterfere " c « 

6. Diffraction des ondes lumineuses 

Le phénomène de diffraction se produit lorsaue la himià-o 

obstacle. La lumière ne suit plus la trajectoire attendue par les lois^deToT Un 

™ s s ’ é f 1* d,™ Je jJV JZTn 

angulaire de I ordre de - , d étant une dimension caractéristique de l'obstacle. 

• Si d = 1 00 X l’angle esc d’environ 0,6° 

• Si d = IO X l’angle est d’environ 6° 

L ouverture tend elle aussi à se comporter comme une source ponctuelle 

- P— « de quantifier ce 

P r ' ncl P e de Huygens-Fresnel 

Énoncé simplifié Chaque ’elemént 

de surface dS (P ) centré sur un point 

P d’une ouverture YSf ’atteinrè . or ]de 

incidente 


P d’une ouverture (S) atteinte 
une onde . monochromatique , se 
comporte . comme une •' source 
secondaire^ ppnctü'ellé; émettant ? de^ 
ondelettes sphériques - d’amplitude 
complexe proportionnelle - 
l’amplitude a. iPY de r n „Jr. 


l’amplitude a. (P) de l’onde incidenté 
en P "'et à 


différentes" •'*s6ürr**-~ 



sont 

les 


amplitudes des ondelettes ,én M, pioinï 

d’ obsén^ tid n, s'addit io^ 
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6.2. Diffraction de Fraunhofer d’une onde incidente plane 


Il s’agit de l’observation à l’infini de la 
diffraction d’une onde plane. 

L observation se fait sur un écran très 
éloigné ou, sous certaines conditions dans le 
plan focal image d’une lentille convergente. 
Les ondelettes dues aux différentes sources 
secondaires interfèrent et l’amplitude 
diffractée en M s’écrit : 

fA(M) = o 0 (M)|J |S) exp(;(k 2 -k | ).ÔP)dS 



Le terme (k 2 k,)-OP représente la différence de phase au point P entre un 
rayon passant par O et un rayon passant par P. 


6.3. Diffraction par une pupille de phase ou d’amplitude 

Si la surface (S) est constituée d’un matériau de transparence variable 
(introduisant éventuellement un déphasage variable), l’onde incidente plane est 
modifiée lors de la traversée du matériau. L’amplitude de l’onde est multipliée en 
P par le facteur |_t(P)| et l’onde subit en P un retard de phase (p(P). La 
modification de l’onde se traduit alors par l(P) = |_t (P)| exp (— /q> (P)) . 
L’amplitude diffractée en M s’écrit : 



Si la pupille est parfaitement transparente : l(P) = I 
Si la pupille est parfaitement opaque : _t (P) = 0 

6.4. Diffraction de Fraunhofer d’une onde plane par une ouverture 
rectangulaire 

Calcul de l’amplitude diffractée à l'infini 


Posons k = k 2 - k, = k x u x + k y u Y + k z ü z , 
(k 2 ~k i yOP = k x x + k y y. 


Le calcul de l’intégrale conduit alors à : 



A(M) = o 0 (M)osinc^k x -^jhsinc^ 

L éclairement se présente sous la 
forme : 


£ ( M ) = sine 2 ^k, ^ j sine 2 ^lc y ^ j 



• L’essentiel de la lumière 
diffractée se trouve dans la tache 
principale. 

• Les taches secondaires les plus 
(sinon les seules) visibles sont 
celles situées sur les axes 
parallèles aux côtés de la fente. 

• La tache principale est deux fois 
plus large que les taches sur Taxe 
horizontal, et deux fois plus haute 
que celles situées sur l’axe 
vertical. 



a 


6.5, Diffraction par un trou circulaire ; 

Lorsque la pupille diffractante est une ouverture circulaire de diamètre d 
.ntens.te lumineuse se répartit, sur l’écran, essentiellement dans un disque 
mineux central appelé, tache d’Airy et dans des anneaux peu lumineux. 

Le rayon angulaire de la tache d’Airy vaut : 


•A. 

mm 



Les instruments d optique étant composés, entre autres, de diaphragmes 
circulaires lentilles), la diffraction limite l'aptitude à séparer deux taches 
centré? 3 J°" meeS pa , r le dlspositif - Ces deux taches seront séparées si leurs 
Rayldgh d,StmCtS dS P US d ’ Un ray ° n de ' a t3Che d ’ Airy ’ c ’ est le critère de 


7. Interférences à rinfini entre N ondes cohérentes 


7. /. Réseau plan 

Un réseau est constitué d'un écran 
percé de N fentes supposées 
infiniment fines et équidistantes de 
o que l’on appelle « pas » du réseau 
(période spatiale). Toutes les ondes 
issues des N fentes sont cohérentes, 
il faut sommer les amplitudes de 
toutes ces ondes. 

Pour une incidence normale et 
l’onde émergent dans une direction 
0, la différence de marche entre 
l’onde issue de la fente I et l’onde 
issue de la fente m vaut : 

ô m/i =(m-l)asin6 = (m-l)5 



Si I incidence n est plus normale mais égale à i 0 , la différence de marche 5 entre 
deux rayons consécutifs devient : 

5 = a(sin9-sin/ 0 ) 

La condition d’interférences constructives s’écrit alors: o(sin0 q — sin/ 0 ) = qX 

(formule des réseaux) où qeZ caractérise l’ordre du maximum 
d’éclairement considéré. 

Remarquons que pour q = 0, a(sin6 0 -sin/ 0 ) = 0, d 0 =i 0 : le maxima 

correspondant à I ordre 0 est dans la même direction pour toutes les longueur 
d’onde. 

Le calcul de l’éclairement en un point M d’un écran situé à l’infini (sous la 
direction 0 conduit à : 


sin 




Ncp 

T 


sin 1 * 


_ 27tô _ 2tco (sin 0- sin / 0 ) 

° U \ et ^ l ’^ c,airement: dû à une ouverture. 

L’éclairement sur l’écran en fonction de 0 est alors le suivant : 




ordre 0 




ordre -I 


ordre I 


En tenant compte de la diffraction par les fentes (de largeur e<o qui 
constituent le reseau, l’éclairement est alors le suivant : 


sin 2 




Ncp 

T 


sin 2 * 


. 2 f sin0 
smc 7te 


terme de diffraction 


terme d'interférences 



ordre 0 



ordre - 1 


ordre I 


7.2. Interférences créées par une lame 

Une lame d’indice n S ; 

qui présente des faces 
semi-réfléchissante est 
éclairée par une 
source ponctuelle S 
monochromatique. Les 
réflexions sur les faces 
produisent des rayons 
issus de la même 
source, les ondes sont 
cohérentes, il s’agit de 
sommer les ampli- 
tudes des ondes. 

En un point M situé à l’infini dans la direction i l’amplitude de l'onde résultante a 

où R est le coefficient de réflexion 



la forme suivante: t?(M) = SÇ>(M) 


— I - R e~ JV 


sur une face et cp le déphasage entre deux rayons consécutifs, (p - -” ne cos , 


Le déphasage entre deux ondes consécutives ne dépend que de l’angle /, la figure 
d’interférences est composée d’anneaux alternativement sombres et brillants. 


L’éclairement en M sous l'incidence / vaut alors : £(M) = £q 

l + fsin 2 (|) 


f = 


■4R 

(l-R) 2 


appelé coefficient de finesse des anneaux. 


avec 



-2n 0 2 k 


Le tracé de l’éclairement a été tracé 
pour un coefficient de réflexion de 
0,9 



Si le coefficient de réflexion est voisin de l, les anneaux observés sont très fins. 
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ÉLECTROSTATIQUE 


/. Interaction de deux charges ponctuelles, champ 
électrostatique 
/./. Loi de Coulomb 

La force F n exercee par une charge ponctuelle q, localisée en M, sur une 
charge ponctuelle q 2 située en M 2 est dirigée suivant la droite qui relie les deux 


charges. La loi de Coulomb s’écrit : 


e,. _ <Mi MiM? 


4rc£ ° |m,m 2|I 


Dans le système international, la valeur numérique de la permittivité électrique 

du vide Ej est e 0 = 8,85xl(T 12 F m' 1 . La force de Coulomb est portée par la 

direction M I M 2 , varie en l/r\ est attractive ou répulsive selon les signes des 
charges. 

1.2. Champ électrostatique et expressions 

On considéré une particule chargée q placée en un point M de l’espace, cette 
particule subit une fo rce de Coulomb f proportionnelle à la charge q. Elle peut 


s ecnre : 


en V • m" 


f . E(M) représente le champ électrique en M ; il s’exprime 


Nature de la 
distribution 

Champ électrostatique créé en M 

Ponctuelle 


£(M) - 1 f q. P - M ; 

' 4jre<> « ' IM 3 

Linéique 

X est la densité linéique de charges (en C m' 1 ) 


I(t1), PM 

PMf 

] 

Surfacique 

a est la densité surfacique de charges (en C -m* 2 ) 


Ë(M) - ff °( P > 8S PM 

distribution 47C£ 0 ||PM|| 3 

i 

Volumique 

p est la densité volumique de charges (en C -m* 3 ) 


Ë(M) — -.fff * PM 

Jbin 4TO 0 [iPMjf 
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2. Éléments de symétrie et conséquences 

Soit (X) une distribution de charges, M un point où l’on désire connaître le 
champ électrostatique £(M) , (rc) un plan contenant le point M. Deux situations 
particulières peuvent se présenter : 

- Si (tc) est un plan de symétrie pour la distribution des charges, alors £(M) est 
contenu dans le plan (n). 

- Si (7t) est un plan d’antisymétrie pour la distribution des charges, alors 
£(M) est perpendiculaire au plan (n). 



Si, en outre, la distribution de charges est invariante selon une (ou plusieurs) 
coordonnée(s), les composantes du champ sont, elles aussi, invariantes selon 
cette (ces) même (s) coordonnée(s). 

Connaissant le champ électrostatique, il est alors possible de tracer les lignes de 
champ de ce vecteur, c’estrà-dire les courbes tangentes en tous points au 
vecteur, orientées selon celui-ci. Elles divergent à partir d’une charge positive et 
convergent vers une charge négative. 

3. Théorème de Gauss 

3,1. Flux du champ électrostatique 



3.2. Théorème de Gauss 

Soit S une surface fermée, orientée vers l’extérieur, délimitant un volume T . Le 
flux du champ électrostatique à travers S , est égal au quotient de la charge 
totale contenue dans le volume T par la permittivité du vide e 0 . 

s fc 0 T 

Pour trouver la surface de Gauss, permettant un calcul du champ 
électrostatique, il faut procéder à une analyse précise des symétries et 
invariances. 
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3.3. Analogie avec le champ de gravitation 

“ ilT" 0r "-™“ ,ers *'“»"■ - «*«. « ■ U 

flux du champ gravitationnel g à travers la Sllr f c 

produit de la masse totale intérieure à la surface S 4 ^ ^ ^ 

constante de gravitation universelle. P^r 4 7t§ , ou Ç désigné la 


4. Potentiel électrostatique 

4.1. Définition 


existe un champ scalaire V(M) tel aue fgî 

V ) que [t--gr ad(V)| appelé potentiel 


r~ qu :" epetentiel éleCtrOStati ^ e s'exprime en volts (V). 
absolu. le^oTentie^ d ' a PP eler P ot entiel 

«. OrcuMon * vL J, ^ I™ d '~ * 

So,t A et B deux points et F un chemin conduisant de A à B 
a circulation C^du champ él m ,o !otique de A à B, le lonj de r e„ défini. 


par : 


, = /£-Si 


C “ r»=-p(V).S = >,eW à .d irs : c a .=b,A,-, (B) 

Cette dernière expression fait apparaître que la 
circulation C Ae ne dépend que de la position des points 
A et B et non de la courbe T reliant ces deux points 
La circulation du champ électrostatique le long débouté 

coïncidelr 66 6St nU " e ' PU ' SqUe ' eS P ° intS A * B 

4.3. Expressions du potentiel électrostatique 

Nature de la die.dbution Potentie, él.ctroeta,,,» absolu créé eu M 
Ponctuelle 



(T 1 ) 


4rce o h 


RN 


Linéique 

Surfacique 


^(M)= j 


A-(P) 8£ 


distribution 


PM 


v m - : JJ 


o(P)8S 


distribution ^^0 PMj 


V(M)= JjJ 

distriubution |p M 


Volumique 
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5. Dipôle électrostatique 

5.1 . Modèle du doublet 


Un doublet ou dipôle est un ensemble de deux charges ponctuelles +q et -q 
( q> 0) localisées respectivement en des points P et N séparés d’une distance 
a . Choisissons un repère d’espace Oxyz , orthonormé direct tel que : 

- l’axe O z passe par P et N. 

- O est le milieu du segment NP . 

Le moment dipolaire de cette 
distribution de charge est par définition 
le vecteur : 

p = q NP 

x 

L ' 

Dans le système international, ||p|| s’exprime en coulomb-mètre (C-m) et en 
chimie | p|| est donné en debye (D) avec ID = - • 1 0“ 29 C • m . 



5.2. Potentiel et champ à grande distance du doublet 

Le plan qui contient le point M et I axe O z est un plan de symétrie. Le point 
courant M est repéré par ses coordonnées sphériques (r, 0, cp). 


Ceci implique que le champ 

électrique en M est contenu dans ce 
pian. L’invariance de la situation 
physique par rotation autour de l’axe 
O z permet de limiter l’étude à ce 
seul plan méridien (0,è^, ë^). 


En notant r + =PM et r_=NM, le 
potentiel s’écrit : 


V(M) = 


4 ne. 


I I 



-q +q 


A grande distance du doublet (r » a), on peut écrire au premier ordre : 


r_ 


r + — cos0 et r + 




o 

— cos 9 
2 


Alors : 



ÇC7COS0 

4k£ 0 r 1 


Cette expression est l’approximation dipolaire du potentiel électrostatique créé 
par le doublet. En introduisant le vecteur moment dipolaire p, il vient 


/(M)- 


/- 

P: 


OM 


47t£ 0 


OM 3 


Il est important de remarquer que la seule caractéristique de la distribution de 
charge qui intervient dans cette dernière expression est le moment Hînnhir* 
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6. Formulation locale des lois de l'électrostatique 
Équations locales 

Les équations locales relatives au champ électrostatique sont : 
rôtË (M) =Ô et div £ (M) = 

£ 0 

• La première relation exprime que le champ électrostatique est à circulation 

conservative : (^Ë‘5^ = 0. On retrouve que le champ électrostatique dérive 

(C) 

d’un potentiel scalaire V selon la relation I (M) = -gradVj M) . 

• La seconde relation est la formulation locale du théorème de Gauss. 

L équation de Poisson est l’équation locale reliant le potentiel 
électrostatique à la charge volumique p (A1) . 



Dans une région de l’espace vide de charge, l’équation de Poisson prend la 
forme appelée équation de Laplace : av (M) - 0 . 

Théorème des extrema : dans une région vide de charge, le potentiel 
électrostatique ne peut pas présenter d’extremum. 

7. Conducteur en équilibre électrostatique 

7.1. Définition 

Un conducteur, de conductivité électrique finie y, au repos dans le référentiel 
galiléen du laboratoire, est dit ohmique s’il satisfait à la loi d’Ohm locale: 

J(ti) ~ ï g (M)| ; 

Dans un tel conducteur, homogène et de température uniforme, l’état 
d équilibre électrostatique est défini par l'absence de mouvement 
d’ensemble des porteurs mobiles de charges. 

La densité de courant électrique est nulle en tout point du conducteur en 
équilibre électrostatique : ] -6. 

7.2. Propriétés d'un conducteur en équilibre électrostatique 

• A I intérieur d un conducteur en équilibre électrostatique, le champ électrique 
est nul, £(M) = 6 . 

• Le volume et la surface d’un conducteur en équilibre sont équipotentiels. Le 
champ électrostatique en un point M de la surface d’un conducteur en équilibre 
est donc normal à la surface en ce point. 

• La densité volumique de charge dans un conducteur en équilibre est nulle. Si le 
conducteur est chargé, les charges se répartissent uniquement en surface. 

• Au voisinage d’un conducteur en équilibre électrostatique, le champ électrique 
est plus intense au voisinage des régions de faible rayon de courbure. Cette 
propriété constitue « le pouvoir des pointes ». 
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7.3. Théorème de Coulomb 

Pour un conducteur en équilibre électrostatique, le champ électrostatique dans 


représente le vecteur unitaire localement normal à la surface, orienté vers 
l’extérieur. 


le vide à la surface du conducteur est donné par la relation : 


r °- 
Ê= — 

b 0 


7.4. Champ dons une covite vide de charge 


Soit une cavité vide de charge 
réalisée à l’intérieur d’un 
conducteur en équilibre 
électrostatique. 

Le champ à l'intérieur de la 
cavité est nul. 



7.5. Théorème des éléments correspondants 

Soient C, et C 2 deux conducteurs en équilibre 
électrostatique reliés par un tube de champ 
ayant les surfaces et Z 2 comme éléments 
correspondants. 

Les charges portées par deux éléments 
correspondants sont opposées: Q,=-Q 2 où 

Qi ( res P- Qi) est la charge portée par £, 
(resp. S 2 ). 



7.6. Théorème de superposition des états d'équilibre 

La superposition de plusieurs états d’équilibres de conducteurs est encore un 
état d’équilibre. 

7.7. Théorème d'unicité 


• Soit un ensemble de n conducteurs en équilibre électrostatique, et dont l’état 
électrique est défini indifféremment pour chacun par la donnée de leur potentiel 
ou de leur charge. Dans l’espace entre les conducteurs, le potentiel V satisfaisant 
a I équation de Laplace et aux conditions limites imposées par les conducteurs 
est unique. 

• L état d équilibre de chaque conducteur est donc également unique. 

7.8. Capacité propre d'un conducteur 


La charge Q d’un conducteur seul dans l’espace est proportionnelle à son 
potentiel absolu V. Le coefficient de proportionnalité est la capacité C du 


conducteur : 


Q=çv 


Capacité propre d un conducteur sphérique de rayon R : C = 4tze 0 R 


t.icv.11 vi i IU 6 . .WWW. . .w f 

7.9. Energie d'un ensemble de conducteurs 

Soit un ensemble de n conducteurs en interaction. En notant Q , la charge du 
i eme conducteur et Vj son potentiel, l’énergie de l’ensemble des conducteurs est 

donnée par la relation : 


E = i 
2 


8. Étude des condensateurs 

8./. Influence totale, condensateur 

Soient C, et C 2 deux conducteurs en équilibre 
électrostatique : lorsque toutes les lignes de champ 
électrique issues de C, aboutissent sur C 2 , les 

deux conducteurs sont dits en situation d’influence 
totale. Cette condition est réalisée, en particulier, 
lorsque le conducteur C 2 entoure C,. 

D’après le théorème des éléments correspondants : 

Q, = -Q = “ Qi = +Q • 



charge portée 
par le conducteur l 


charge portée 
par le conducteur 2 


On appelle condensateur un système de deux conducteurs en situation 
d’influence totale. 

8.2. Capacité et énergie d'un condensateur 

La capacité C d’un condensateur, grandeur positive, ne dépend que de la 
géométrie des conducteurs. Elle relie la charge portée par chaque conducteur à 
la différence de potentiel entre les deux conducteurs: Q, =-Q = C[V { - V 2 ) , 
Q 2 = +Q = c (V 2 - VI) . On a donc : Q = |Q,| = |Q 2 | = C|V, - V 2 | . 

La capacité C peut s’exprimer à partir du champ électrique régnant entre les 

£ • 5S 

deux conducteurs suivant la relation: C = £ 0 — ^ . L’élément SS étant 


IL 

J> 


S / 


orienté vers l’extérieur du conducteur C,. L’énergie emmagasinée par le 
condensateur de capacité C est : 


r=^civ- 


IC 


Elle est localisée là où règne le champ électrique entre les conducteurs. 




8.3. Quelques capacités usuelles 

condensateurs plan et rv.inH^,,. 


Condensateur plan 


Condensateur 

cylindrique 


Condensateur 

sphérique 



magnétostatique 


/ . Relation de Biot et Savart 

U relation de Biot « W, donne en. e xpression in.égrele de champ 
magnétique créé en un point d’observation M : 


B(M) = f 
' ' '4ît "J 

arcùic ~ » »J 


Un champ magnétique s'exprime en tesla : T 
Ho = 4 ti ■ HT 7 H • m H est la perméabilité du vide 

Ordres de grandeur : champ magnétique terrestre (4,5 I0' 5 T^ rham 
magnétique créé par un aimant en son voisinage (I CT 2 T) ’ P 

2 . Propriétés des lignes de champ magnétique 

distinguent aisémen/d ^fg^eTde champ e élect^ Cteri r qUeS Spécifiques qui les 
sont les suivantes : § Hamp electrlqu ®- Ces propriétés essentielles 

• Une ligne de champ magnétique est une courbe fermée EIIp „• ■ 

fin, a I exception des lignes allant de l’infini vers l’il M 
I extension d’une carte de champ peut être troo limirl * N f anrrloi ns, 
de la ligne. P limitée pour voir l’ensemble 

• Une «g», de champ en.onre les condec.eers parcourus par des courant 

F=s 

courant dirige vers l’avant représenté par le symbole © C ° rreSp0nd a 


lil.Zvh 


Retenons deux autres méthodes 
mnémotechniques permettant de relier 
l’orientation de la ligne de champ 
entourant un conducteur et le sens du 
courant dans ce fil. 

La règle du tire bouchon : Le tire 
bouchon est placé de telle sorte que 
son sens de vissage corresponde à 
l’orientation de la ligne de champ. En 
tournant, le tire bouchon se déplace 
dans le sens du courant circulant dans 
le fil. 


La règle de la main droite : Si la main droite s’enroule 
autour de la ligne de champ étudiée, le pouce indique le 
sens du courant dans le fil entouré par cette ligne. 


3. Propriétés de symétrie ou d’antisymétrie 

Soit (I) une distribution de courants, M un point où l’on désire orienter le 
champ magnétique B(M) et (rc) un plan contenant le point M. 

Deux situations particulières se présentent : 

si (71) est un plan de symétrie pour la distribution des courants, alors 
B(M) est perpendiculaire au plan ( n ) 

si (ti) est un plan d’antisymétrie pour la distribution des courants, alors 
fî(M) est contenu dans le plan ( 71 ). 

Si, en outre, la distribution de courants est invariante selon une (ou plusieurs) 
coordonnée(s), les composantes du champ sont elles aussi invariantes selon 
cette (ces) même(s) coordonnée(s). 

4. Théorème d’Ampère 

Ce théorème relie la circulation cfE-8l du champ magnétique le long d’une 

r 

courbe fermée F quelconque à l’intensité / qui traverse une surface Z 
délimitée par cette boucle : \ ]. 


Le parcours d’intégration, qui n’est pas forcément une ligne de champ, doit être 
préalablement orienté. 




Ligne 
de champ 



L’orientation de la boucle détermine celle du 
vecteur n qui dirige la normale à I suivant la 
règle de la main droite par exemple. En 
enroulant la main droite sur la boucle, le pouce 
indique la direction de n . 

L’intensité est comptée positivement si le 
courant circule dans le sens + n et 
négativement dans le sens - n . 

Choix du parcours d'intégration 

Le théorème. d’ Ampère n’est pas d’un usage commode dans le cas général, mais 
il permet des calculs simples lorsqu’il est exploitable. C’est l'utilisation successive 
des propriétés de symétrie (pour en déduire la direction de 8), puis d'invariance 
(pour ne retenir que les variables de position pertinentes), qui vont nous 
permettre de simplifier, dans certains cas, un problème magnétostatique afin de 
déterminer 8 à partir d'une propriété globale. 

Afin de faciliter le calcul de la circulation, il faut judicieusement choisir le 
parcours d’intégration T. Pour cela, il faut que : 

a. 8 soit tangent ou orthogonal à T. 

b. sur les portions où 8 est tangent, la norme de g doit être uniforme. 

5. Le champ magnétique est un champ à flux conservatif 

Le flux d’un champ vectoriel à travers une surface S est une grandeur 
algébrique qui repose sur l’orientation relative du champ par rapport au vecteur 
unitaire n orientant la normale à cette surface. En inversant le vecteur n , le flux 
change de signe. Pour une surface fermée, le vecteur n doit être orienté de la 
même façon en tout point de la surface fermée, soit vers l’intérieur soit vers 
I extérieur. Il est d usage de l’orienter vers l’extérieur. 

Le champ magnétique est un champ à flux conservatif, ce qui signifie que le flux 
du champ magnétique à travers une surface fermée quelconque est nul : 


Toute ligne de champ qui entre dans le volume délimité par cette surface doit en 
ressortir. Pour dégager le contenu physique de cette propriété fondamentale, 
considérons une surface fermée formée d’une surface latérale S lat telle que les 
lignes de champ magnétique en un point quelconque soient tangentes à S lat et 
deux surfaces S, ,S 2 orthogonales aux lignes de champ en tout point (tube de 
champ). 

Si nous orientons les deux surfaces dans le même sens que la ligne de champ en 

posant n, = n, et n 2 = -n 2 , nous obtenons JjX • nj SS, = JJüÇ 5S 2 . Pour des 

$ s î 

surfaces suffisamment petites, le champ magnétique est quasi uniforme sur S, et 
S 2 . Nous en déduisons que |fl[|| S, ~||b^||S 2 . 



Surface I 





Electromagnétisme 


aLsaj 



L’exemple présenté ci-dessus, qui correspond à une invariance par rotation 
autour de l’axe vertical, montre clairement que le champ magnétique diminue 
lorsque les lignes de champ s’écartent. Il va de soi que la norme de 8 augmente 
si les lignes de champ se resserrent. 


6. Tableau comparatif des propriétés des champs 
électrique et magnétiques 


Les propriétés de symétrie du champ magnétique sont en quelque sorte 
« opposées » à celles du champ électrostatique. Il faut donc distinguer les 
vecteurs polaires, comme È, des vecteurs axiaux comme 8. 


Électrostatique 

Magnétostatique 

Vecteur polaire Ë 

Vecteur axial 8 

Possède les symétries des sources. 

De symétrie opposée à celle de ses 
sources. 

Est contenu dans un plan de symétrie. 

Est contenu dans un plan 
d’antisymétrie. 

Est orthogonal au plan d’antisymétrie. 

Est orthogonal au plan de symétrie. 

Une carte de champ électrique est un 
plan de symétrie. 

Une carte de champ magnétique 
est un plan d’antisymétrie. 

Ne dépend pas du choix d'orientation 
de la base d'étude. 

L’expression de 8 se fait par 
l’intermédiaire d’un produit 

vectoriel, elle dépend donc du 
choix d'orientation, directe ou 
indirecte de la base d’étude. 

Une ligne de champ électrique est une 
courbe partant des charges positives 
pour aboutir sur les charges négatives. 

Une ligne de champ magnétique est 
une courbe fermée entourant un 
ou plusieurs conducteurs 

parcourus par des courants. 


;U 
• : i 
i h 

i I 

■ i i. 


! 






i 



Le champ électrique diverge ou 
converge au voisinage des sources. 


Le champ magnétique 
autour des sources. 


circule 


La circulation de £ est nulle sur un 
parcours fermé : <^£-57 = 0. 


Théorème d'Ampère 
La circulation de 8 est non nulle 
sur un parcours fermé si un 
courant traverse une surface 
s’appuyant sur le contour : 

<^8-8/ = (i 0 /. 


Théorème de Gauss 

Le flux de £ est non nul à travers une 
surface fermée contenant des charges : 

£ ■ n ÔS = . 


(S) 


Force électrique F e = qË. 


Le flux de 8 est nul à travers toute 
surface fermée : <ÿ 8 • n 8S = 0 . 

(-) 


Force magnétique F m =qv a B. 


Deux produits vectoriels interviennent dans lalorce magnétï^ |’ un dans 
Savart La orce'd^ 0™ de 8 donnée P*r la relation de Biot et 


retenue 


7. Equations locales et intégrales du champ magnétique en 
régime permanent B H 

Le, vecteur densité volumique de courant* ru-* *% 

par : H courant de charge électrique est défini 



P' désigne la densité ^lumique des charges i et £ leur vitesse. 





wz 


8. Potentiel vecteur. Jauge de Coulomb 

La divergence du rotationnel d’une fonction vectorielle est nulle, on introduit un 
potentiel vecteur noté Â lié au champ magnétique par la relation : 




La circulation du potentiel vecteur le long d’une courbe fermée (C) est alors 
égalé au flux du champ magnétique à travers une surface s’appuyant sur (S) : 



Cette relation ne définit pas Â de manière unique: Â' = Â + grad<p satisfait 

également à B = rot À ' . On peut alors imposer au potentiel vecteur une 
condition supplémentaire appelée choix de jauge. Le choix de la jauge de 
Coulomb permet de simplifier les équations. 

uni 


Jauge de Coulomb : 

Pour le choix de la jauge de Coulomb, le potentiel vecteur est relié à la densité 
volumique de courant par la loi locale : 


^(M) + Hoi(M )'- 0 


â 


Remarque : Le potentiel vecteur ainsi défini n’est pas unique. 

9. Champ magnétique et potentiel vecteur créé par une 
distribution de courant 



potentiels vecteurs donnés vérifient la jauge de Coulomb. 


Distribution de 
courants 


Champ magnétique 


Potentiel vecteur 


Linéique 


p A PM 

\ 

j 



‘ri^'o ’>-f zM(P) j 


i . 



-- circuit ' 


Surfacique 


— - " • ' • ' courants b 


Volumique 




j 


n a ?dÏÏ bUti °? '‘ néiq k Ue : le cham P magnétique et le potentiel vecteur ne sont 
pas definis sur la distribution. 

lafri« r rS 0n , S “ rfa ? que : , le cha "P magnétique est défini mais discontinu à 
la traversée de la distr.but.or. Le potentiel vecteur est partout défini et continu 

‘„' S ; t r ' bU f t,0n VO ' UmiqUe : le cham P magnétique et le potentiel vecteur sont 
partout definis et continus. 

™a.ur' em °" 0n rel °' lVe * Ch “ mp « *. potentiel 


l ù àù 


^8 


fi A 8 


-> 

"t Â 


9.2. Champ magnétique et potentiel vecteur créé par des 
distributions classiques ^ 


Fil rectiligne infini 

* A 

B(m)I 


w 


/ 


BnUè, 

2 Kr 

4 0 /, 


Spire circulaire 



z 


A ext y 



A(r) = À(r 0 )-^\ n 

2k Vaj 
r o est tel que Â(r 0 ) = Ô 


\ 

r 

Ta 


8=ÿsin 3 eë, 

2 o 2 


► z 


®int » ^exi — 0 

Ânt =^Po n ''‘ë 9 

Z _ p 0 nlo 2 _ 
e e 

n : nbre de spires par u.d.l. 


Champ magnétique uniforme 


A û I L 


-►fi 


8 = c Te 

À=^BaÔM 


9.3. Effet Hall 

Un conducteur parallélépipédique parcouru par un courant et soumis à u 
champ magnétique voit apparaître une différence de potentiel sur ses face 
perpendiculaires à la fois à j et à 8 en régime permanent. 
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Cette différence de potentiel 
correspond à la circulation du 

champ de Hall £ u = a 8 , 
H p 

p < 0. Le champ de Hall s’écrit 

encore : Ë H = — - j a B , avec 
ne 

n = densité particulaire des 
électrons 

e = valeur absolue de la 
charge de l’électron 


9.4. Force de Laplace 

Les collisions des électrons déviés par un champ magnétique contre les ions du 
réseau cristallin du conducteur font qu’il se transmet au conducteur une force 
appelée force de Laplace. 


La force de Laplace s’exerçant sur un élément de volume St du conducteur est 


dF t =(p 5 x)£ H =(jA 8 ) 5 T. 

Distribution 
volumique de courant 

Distribution 
surfacique de 
courant 

Distribution linéique 
de courant 

$SiM§)S 

(V) 


M JB aB)St; 

<s) : 

F l = . j 18} A B ; 

(C) 






Le circuit complet étant préalablement orienté, l’intensité est une grandeur 
algébrique. 


lü. Dipole magnétique 

10.1. Moment magnétique d'un circuit 



magnétique*'* 1 VeCtSUr et cham P magnétique créés par un moment 
Ï r !Ü i ! 1ati0n | di polaire : on peut raisonner en terme de dipôle magnétique 

evant .esXTns^n qUe '* Créé e “ ^ à des ^Lnces^raX 

aevanc les dimensions caractéristiques du circuit. 

Considérons un dipôle magnétique de moment magnétique M situé en un point 

■ En un point M_s.tue à une distance r de O, le potentiel vecteur Â et le 
champ magnétique B créé par le dipôle sont : 


^ _ (l 0 /VI a r 
4n r 3 


-_ji 0 3 (Âi.r)f - 
4k „5 


r 2 M 


En coordonnées sphériques (et en cylindriques) 

^ ^ _ ^0 Msin9 ^ 


ry y 




M 


4n 

p HoM 

r( 2 cos0ë f +sin0ë e ) 


10.3. Action, tubie, pur un dipôle « é„ ers , e potemielio 

n circ u ,t. caractérisé par son moment ma|nétiqne M est placé dans un champ 
magnétique extérieur . Les éléments de réduction en un point O des forces 

O l' n”'”"' " " la ré!Ul,an ” « « la moment 

potentielle 'ü " ^ ^ ^ “ d " n ’ P » »» 


Résultante des forces 

Moment des forces 
en O 



iBllIj 

Cas Dartirilllfar r^lin r 1-1 



Energie potentielle 


mssil 


les avions subies par le dipôle magnétique s’e rtS^un^Tm^* 
r=yv,A B«f 

Plf^ 

aligner le moment magnétique dans le sens du chamn C’p r ' 6 ,P ° S P ° Ur 

que l'énergie potentielle du dipôle est minimale "* 3 eondWo " 

10.4. Analogie dipôle électrostatique - dipôle magnétique 

On peut passer des expressions relatives au dipôle électrostatique de moment 
P a celles du dipôle magnétique de moment M par les transpositions : 

p< >/VI ; JL 


->Uo 


Ei >B 


m 


ÉQUATIONS DE MAXWELL 


/. Équations de Maxwell 

Les vecteurs champ électrique £ et champ magnétique B , indissociables en 
régime variable, sont les deux composantes du champ électromagnétique (Ë,b) . 

Les spécificités du champ électromagnétique et sa dépendance en fonction des 
sources que sont les distributions de charge et de courant sont données par les 
équations de Maxwell. Nous nous limitons aux milieux dont les propriétés 
électriques et magnétiques sont assimilables à celles du vide. 


/./. Forme intégrale des équations de Maxwell : 


Equation 


Forme locale 


Forme intégrale 


équation de 
Maxwell-Gauss 
(MG) 


divË=~- 

«0 


<ÿi.ssA 

(S) > fc 0 


équation de 
Maxwell-Faraday 
(MF) 


—ïmdB 

rot £:=,%- — • 

? ' ‘ 3t 


(j£.8f=v4 JfE-SS 

g»" ,; ; ; d U> , 


équation de 
Maxwell-Ampère 
(MA) 


wmi 


,(S)‘ . 




équation de Maxwell 
« conservation du 
flux » (MO) 


divfi =;Ô ;| 


_8pS = 0 


• Les équations de Maxwell sont invariantes par changement de référentiels 
galiléens. 


• Pour décrire l’action du champ électromagnétique engendré par les sources 
(p,j) sur les charges et les courants, il faut compléter les équations de Maxwell 
par la force s exerçant sur les charges et les courants en présence du champ 

m 


Il s’agit de la force de Lorentz : 


j ou 

2 ! 



— ■ 

4 



1.2. Signification physique des équations de Maxwell 


• Equation de Maxwell-Gauss : elle est la forme locale du théorème de 
Gauss. Le flux du champ électrique à travers une surface fermée quelconque est 
égale à la charge intérieure à cette surface divisée par la permittivité du vide e 0 . 
Le théorème de Gauss n’est pas limité au domaine de l’électrostatique. 


• Equation de Maxwell-Faraday : elle exprime qu’un champ magnétique 
variable engendre un champ électrique à circulation non conservative. Cette 
équation rend compte des phénomènes d'induction. 

• Equation de Maxwell-Ampère : un champ électrique variable est source 
de champ magnétique au même titre qu’un courant. La grandeur ] D - 8 0 — 


dt 


est 


appelée courant de déplacement parce qu’elle est homogène à une densité 
de courant (A.nr 2 ), mais elle ne correspond à aucun déplacement de 

charges. La forme intégrale s’écrit encore B • = p 0 f / + £ 0 


(0 


dt 


avec 


O e = jjÊ • 5 S le flux du champ électrique à travers une surface (S) s’appuyant 

(S) 

sur le contour fermé (C) et / le courant enlacé. 

• Equation de Maxwell « conservation du flux » : elle exprime que le 
champ magnétique est à flux conservatif : le flux du champ magnétique à travers 
une surface fermée quelconque est nul. Les lignes de champ magnétique sont 
toujours fermées. Il n’existe pas de charge (de monopole) magnétique. 

• La combinaison des équations (MA) et (MG) donne l’équation locale de 

conservation de la charge électrique : div j + — = 0 . 

dt 

• Les équations (MA) et (MF) expriment le couplage qui existe entre les champs 
électrique et magnétique. On ne peut dissocier ces deux champs qu’en régime 
permanent. 

1.3, Cas particulier de V approximation des régimes quasi- 
permanents (ARQP) 

Dans le cadre de l’ARQP, la durée de propagation du signal électromagnétique 
entre un point source S et un point M est négligeable devant les temps 
caractéristiques de variation des charges et des courants responsables de ce 
champ. Pour la propagation d’une onde de longueur d’onde X, cela revient à 
écrire X :» SM . Dans le cadre de l’ARQP, on a : 

• rot6±nJ ou C^8-6£=n 0 (^J-8S = n 0 / : on retrouve le théorème 


(C) 


(S) 


d’Ampère. 

• div j = 0 : on retrouve la validité de la loi des nœuds. 

L’ARQP néglige les phénomènes de propagation mais pas les phénomènes 
d’induction. 

Transformation des champs dans la limite électrique non relativiste 

Notons (Ë,b) et (Ë',6') les champs électromagnétiques définis respectivement 

dans les référentiels galiléens (31) et (3t’) t et û la vitesse de translation de (Æ’) 
par rapport à (31). Dans la limite des vitesses faibles devant la célérité c de la 
lumière, on a : 


s 

stiiii 

E#Ei-ÜS| et ! 

yBÉÉESÉÉ 





• La première expression fait apparaître l’existence d’un champ électromoteur 
Ë m = ü a B . Ce champ apparaît dans un circuit lorsque celui-ci se déplace à une 
vitesse ü dans un champ magnétique indépendant du temps. 


2. Relations champs-potentiels 

2.1. Potentiel vecteur 


Le potentiel vecteur vérifie les relation : 


et 

B = rot A 


(C) (S) 




potentiel vérifiant ces relations n’est pas unique. 

2.2. Potentiel scalaire 


Le potentiel scalaire V est lié au champ électrostatique E s par la relation 
E s = -grâd V . Le potentiel V est défini à une constante additive arbitraire près ; 
seule une différence de potentiel a un sens physique. 

2.3. Champ électrique 

En régime variable, l’équation de Maxwell-Faraday montre que le champ 

. ; 3a ; 

électrique est relié aux potentiels par la relation E = -grad Y 7 — j* 

2.4. Choix de jauge 


E = - gradV-y 


Si le couple (v,a) est un couple de potentiels associés au champ 
électromagnétique, il en est alors de même des couples j tel que : 


V ' 



et A' = Â + grad cp 


Il existe donc une infinité de couples de potentiels associés à un champ 
électromagnétique donné, et le choix d’un couple de potentiel est appelé choix 
de jauge. La jauge de Lorentz, compatible avec la relativité restreinte, impose 
au couple de potentiels de satisfaire à la relation supplémentaire : 


div A + £ 0 U 5 ^-° 


Ce choix de jauge permet de simplifier les équations de propagation de V et de 
Â . En régime permanent, la condition de jauge, appelée alors jauge de 


Coulomb, s’écrit div A = 0 . 


3 . Relations de passage 

3.1 . Modèle d’une distribution surfacique de charges et de courants 

• La notion de distribution surfacique de charges ou de courants n’est qu’une 
idéalisation de la réalité physique. Dans le premier cas, c’est une façon de 
décrire des charges réparties en volume sur une très faible épaisseur e, dans le 
second cas des courants volumiques répartis sur une très faible épaisseur e . 



°=JP dz 7,= f Jdz 

Ê 6 

3.2. Continuité et discontinuité des composantes des champs 

Dans le cadre de cette modélisation, les relations reliant les champs électrique 
et magnétique a la frontière entre deux milieux différents (I) et (2), appelées 


relations de passage sont : 






2 V 1 Fv?W 

1 et : 

1 i 

-Â =nJs Afw : 


* 


aL — . i^rr. 1 


'V . 2 re P resente le ve cteur unitaire normal à la surface de séparation orienté du 
milieu (I) vers le milieu (2). 


• Il y a toujours continuité de la composante tangentielle du champ 
electnque et de la composante normale du champ magnétique. 

• Pour o * 0 la composante normale du champ électrique est discontinue. 

• Pour j s * 0 la composante tangentielle du champ magnétique est discontinue. 


INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE 

/ . Le cadre de l’étude 

Letude se fait dans le cadre de l'approximation des états quasi- 
stationnaires. Le courant de déplacement e 0 (dlldt) est négligeable devant le 
courant de conduction dans les conducteurs. Précisons que les circuits filiformes 
peuvent comporter des condensateurs et ne sont donc plus nécessairement 
fermes, ce qui signifie qu’il fauc prendre en compte le courant de déplacement 
dans le vide ou dans l’air. Le champ magnétique B(r,t) est déterminé en tout 
point M et à tout instant t par application des lois de la magnétostatique. 

2. Le phénomène d’induction 

2.1. Courant induit 

Un courant induit circule dans un circuit fermé conducteur lorsque le flux du 
champ magnétique traversant le circuit varie au cours du temps Le flux 
magnétique peut être créé par un champ extérieur ou par le circuit lui-même 
auquel cas on parle de flux propre et de courant auto-induit (auto-induction). 

2.2. Loi de Lenz 

Le sens du courant induit est tel qu’il tend, par ses effets, à s’opposer à la 
variation (cause) du flux magnétique qui lui a donné naissance. 


Site Internet des ouvrages : www.toutelaphysique.fr 


UIVVWI w* » IU£I IVUdl I IC 


sUli 


3. Cas d’induction de Neumann : circuit fixe dans un 

champ magnétique variable 

3. 1. Force électromotrice induite et flux magnétique 

Dans un circuit filiforme fermé et immobile il apparaît une Surface S 
force électromotrice induite e M qui est reliée au flux total 

somme du flux extérieur et du flux 


0 = 0 i + O 

\ ij*. exc ■ 1 /^propre 


propre (paragraphe 6 de ce chapitre) du champ magnétique à 
travers une section quelconque S délimitée par le circuit C. 
L’orientation de C est liée à celle de la normale à la surface 
suivant la règle de la main droite. L’expression de e ind est : 



Circuit C 




3.2. Champ électromoteur de Neumann (complément) 

En régime variable dans le temps, le champ électrique s’exprime par : 


~ V * . 


r/M -\" v ' ;• — -jf> I 

£(M,t) = -gradV~ — 


V étant le potentiel scalaire et A le potentiel vecteur tel que 8 = rot A . 

3Â(M,t) 


Le champ électromoteur de Neumann est : E m (M,t) = — 


dt 


On nomme e AB la force électromotrice d’induction apparaissant entre A et B . 
Elle s’exprime comme l’intégrale curviligne du champ électromoteur de 


Neumann : e AB = 


•8<. 


4. Cas d’induction de Lorentz: circuit mobile dans un 

champ magnétique constant 

4.1. Loi d’Ohm dans un conducteur en mouvement 

Soit un conducteur ohmique de conductivité y en mouvement dans un 
référentiel galiléen 31 (par exemple le référentiel du laboratoire). La loi d’Ohm 
dans un tel conducteur mobile s’écrit : 




où, M désigne un point quelconque du conducteur, £(M,t) désigne le champ 
électrique dans le référentiel Si, 8(M) désigne le champ magnétique dans le 
référentiel 31 et v(M,t) la vitesse locale du conducteur par rapport au 
référentiel 31 , supposée petite devant la célérité de la lumière. Il faut remarquer 
que le point M peut avoir un mouvement quelconque (translation, rotation). 




4.2. Champ électromoteur de Lorentz 

En presence d un champ magnétique constant dans le temps, le champ 


électromoteur de Lorentz est ; 


(M,t) = y (M,t) a B(M) 


v(N,t) est la 


vitesse locale du conducteur par rapport au référentiel Jt donné. 

F.e.m. induite dans le circuit 

l’inr n ° n ^ rne 6a ® la force electr °motrice d’induction apparaissant entre A et B 
I intégrale curviligne du champ électromoteur de Lorentz , soit : 


. B 

e AB = J(vaB).- §1 

A 


lavable énér<l1 ' filif ° rme mohi,e dans un champ 

5. /. Loi de Faraday 

vaL U ble C dans lÎ'f 0 ^ 6 7^" fgrmé m ° bi ' e dans u " magnétique 

variable dans le temps, la f.e.m. e w induite dans ce circuit est donnée par la loi 


de Faraday : 



Remarque: Des problèmes peuvent apparaître lorsqu’il y a des contacts 
g issants, par exemple, en présence de discontinuité de la vitesse en certains 
points du circuit. I, est préférable de revenir au calcul de la circulation du champ 


électromoteur : e ind = - 


d<î> 

exi 

dt 


dd> 


propre 


dt 


-<j(v A b) -S i. Dans ce cas, il est 
c 


iSZrl^Ü. $Ur t0US l6S P ° intS * h sur le 

5.2. Modélisation électrocinétique d’une portion de circuit 

Soit une portion AB de circuit filiforme qui est le siège e 

d'un phénomène d’induction : e AB est la f.e.m. induite . Rab 7 * .- 

La portion de circuit est modélisée par le schéma A * B 

4 - 


électrocinétique ci-contre, IV- v-_.fi. 

L A B X AB* c Al 




6. Calculs de flux pour des circuits filiformes 

6.1 Inductance propre 

Le flux propre <î> propre d un circuit filiforme est proportionnel au courant 


électrique I qui circule dans le circuit : 


O 

. propre 


Ll 


où L est le coefficient d’auto-inductance ou d’inductance propre. 

Remarques : 

L s’exprime en henry (H) et est une grandeur positive caractéristique de la 
geometne du circuit et du milieu dans lequel elle se trouve (ici le vide) 

- Le flux s’exprime en weber (Wb). ' 


Cl CU U Ul I lügl ICIOI I IC 




Auto-induction dans un circuit : 

La f.e.m. d auto-induction apparaissant dans un circuit unique parcouru par un 


courant / est : 




. En convention générateur, le sens 


de la f.e.m. e est le même que le sens du courant / . En convention récepteur, la 
tension aux bornes d’une inductance vaut alors : 


11 


U Lvl 

dt 


6.2. Coefficients d'inductance mutuelle de deux circuits filiformes 

On se place dans les cas de deux 
circuits C, et C 2 parcourus par P,v 
des courants d’intensité /, et l 2 . 

Flux à travers les circuits : / 

O, (resp <I> 2 ) représente le flux 
total à travers C, (resp C 2 ). 



C,: circuit 


C 2 : circuit 2 


Mutuelle : on montre que l’on peut exprimer les flux en fonction des intensités 


par les relations : O, -== ' ^'^2 1 


L, et L 2 sont les inductances propres des circuits C, et C 2 . Les coefficients M f .. 

sont les coefficients de mutuelle inductance entre les deux circuits ; ils 
s'expriment en henry. 


Définition et propriétés : 



Remarques : 

- le coefficient de mutuelle inductance M dépend des orientations 
indépendantes des circuits C, et C 2 . On ne peut donc pas fixer son signe 
contrairement aux coefficients L, et L 2 , qui sont toujours positifs. 

- A partir de considérations énergétiques, on a l’inégalité suivante : Ali-< L, Lf l 


7. Énergie magnétique de deux circuits 

7.1. Energie associée au champ magnétique 

L’énergie magnétique associée à une distribution de courant est donnée 
par l’expression : 

Remarques : 

- est positive et s’exprime en joule (J). 

- la quantité B 2 /2fl 0 représente la densité volumique d’énergie magnétique et 
s’exprime en J • m" 3 . 



7.2. Énergie magnétique et coefficients d’inductance 

Circuit unique: l'énergie magnétique W mot d'un circuit unique d'inductance 


propre L parcouru par un courant / est donnée par la relation : 



Système de deux circuits : Dans les cas de deux circuits r B , r 
par des courants d'intensité /, et l 2 . ‘ 2 parcourus 



O, (respectivement d> 2 ) représente le flux total à travers C, (respectivement 

C 2 ). L’énergie magnétique de ce dispositif est : = 1,,*, +1,^ 

En introduisant les inductances propres L et / 2 , * 

ind™ « =„ * 



2 ■ 


8. Circuits couplés par mutuelle 


Lh f.e.m. induite dans le circuit 



La loi des mailles conduit alors au système couplé suivant : 
e i ~ fyi + e, n<( .i - — f/,dt = 0 

c i J 

u s + ^ 2*2 ~ + ~ ji 2 dt = 0 
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PROPAGATION DANS LE VIDE 
ÉNERGIE ÉLECTROMAGNÉTIQUE 


/. Propagation d’une onde plane dans le vide 

/./. Équations de propagation 

Calculons le rotationnel de la relation de Maxwell- Faraday : 


rot (rot E) 

Irâd(divË)-5Ê 


3rot8 d 2 E 

dt ~ _e °' U ° dF 


grad(div£)-AË = -e 0 (i 0 |— 

Ô 

Calculons le rotationnel de la relation de Maxwell-Ampère : 

— / — B\ 3rot £ d 2 Ë> 

r0t ( r0tB ) = ^0 -gp = -£ 0 Ho gJT 

grâid(div6)-ZB 


grad(divB) - AB = -E 0 (X 0 

Üt 


Le champ électrique et le champ magnétique vérifient la même équation 
différentielle appelée équation de d’Alembert : 



Les potentiels V et A vérifient également l’équation de d’Alembert pour le 

choix de la jauge de Lorentz : div Â + 4r — = 0, 

c 2 dt 


□V = av - E„in - - = o 


□Z — AA — p if ^ ^ 

il n 


: t ‘ 


7~ V 


Ces équations décrivent la propagation de E , 8 , V et A à la célérité c de la 

flSÉffi- 


lumière dans le vide : : 


Dans le cas d’un système de coordonnées cartésiennes (x, y, z), chacune des six 
composantes du champ électromagnétique (E x , E y , E z , B x , B y , B z ), notée 

y (M, t) = \\f (x, y, z, t) , vérifie l’équation de d’Alembert : 


a 2i p a 2v p a 2 y i ay _ 

3x 2 3y 2 3z 2 c 2 3t 2 

1.2. Surface d'onde et onde plane 

• Une surface d’onde correspond à l’ensemble des points où l’onde a même 
valeur à un instant donné. Lorsque la surface d’onde est un plan, on parle d’onde 
plane ; on parle d’onde sphérique lorsque la surface d’onde est une sphère. 

• Dans un espace vide illimité, la direction de propagation de l’onde est 
perpendiculaire à la surface d’onde. 
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» Solution générale de l’équation de propagation : 


Onde plane 

Onde sphérique 


-(■*¥) 


4 y + : onde progressive dans le sens 
des u ; x î / _ = onde progressive dans le 
sens opposé à ü . 

V P + : onde sphérique divergente 
* onde sphérique convergente 

1.3. Onde progressive harmonique (O PH) 

Une onde es: dite harmonique lorsque V varie sinusoïdalement. Elle est encore 
appelée onde monochromatique. 

Onde plane progressive 
harmonique (OPPH) 

Onde sphérique progressive 
harmonique (OSPH) 

‘f'(M,t) = Ÿ 0 co 

5 CO^t ±^— + Cp 

u/(m f )_ cos[œ(t±r/c) + (p] 
r 

¥ (M, t) = 'Fo cosj^cot ± k • r + <pj 

w( Mt) - V oCos[(ot±kr + 9 '] 
r 

Le vecteur d’onde 

onde est caractéri 
spatiale X = cT = 2ti 

2. Structure de 
2 . /. Expression d 

Les équations régiss 
est alors tommoc 

propageant dans le « 

I = I> e xp[j(< 

! = lo exp [ j ( 

r cù - . 
/cv= 1 

j 

sée par i 
:c / co = 2rc 

5 ronde 
u champ 

iant le cha 
ie d’utilis 
sens et la < 

co t-k-r) 
cot-k-r) 

ndique la direction de propagation de l’onde. Cette 

Jne double périodicité, temporelle T = 2ti/cü et 
Ik. 

plane progressive harmonique 
> électromagnétique d’une OPPH 

mp électromagnétique sont linéaires dans le vide. Il 
er la notation complexe. Pour une onde se 
direction donnés par k = kü : 

] avec Eq = (E^e*- ë 2 + E oy e^ë y + E 0z e lv ‘ g 2 ) 

'] avec & = ( B o^’ë x +B oy e»'ë y + B 02 e^ë 2 ) 

Opérateur « dérivée temporelle » 

• C ' pq pynroccmnc rimnl» 

Opérateur « nabla » 

V É = -jk Ê ; V • 8 = -jk ■ 8 

V-( )»-jk ( ) 


• Ces expressions simples des opérateurs dldt et « nabla » ne sont valables 
que si les amplitudes des champs sont constantes et uniformes (elles ne 
s appliquent pas, par exemple, à l'onde sphérique). 
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• Pour l’écriture £ = Eq expj j(k • r on a — = -jco£ et V • £ = jk • £ . 


2.2. Équations de Maxwell pour une OPPH dans le vide 


(MG) 

div£ = V ■ £ = -jk •£ = 0 

k • JE = 0 

(MF) 

rot£ = V a £ = -jk a £ = = -jcoB 

dt 

IO 

il 

1ÜJ| 

< 

(MA) 

rot B = V a B = -jk a B = e 0 p 0 £ 

dt c 

k aB = -- — Ë 
C 

(MO) 

div B = V • 8 = -jk -8 = 0 

O 

II 

ICÛ| 

i-v 


2.3. Structure de Ponde plane progressive harmonique 

• Les équations (MG) et (MO) montrent la transversalité du champ 
électromagnétique. Les champs £ et 8 sont perpendiculaires à la direction de 
propagation. 

• Les champs magnétique et £ 

électrique sont liés par la 

relation : B=~a£ = -Î(a£ 
c CO 

Le trièdre (k,£,B) est direct et 

les champs £ et B vibrent en 
phase si l’onde est polarisée 
rectilignement (cas de la figure). 

2.4. Onde plane progressive (OPP) 

• La relation B = — a£ est encore valable pour une onde plane progressive, 

c 

non nécessairement harmonique. 

• L’onde plane n’a pas d’existence réelle car elle est d’extension infinie. Son 
intérêt est qu’une onde quelconque peut se décomposer en une infinité 
d’OPPH. 



3 . Aspect énergétique 

3.1. Puissance cédée aux porteurs de charge 


Puissance volumique cédée aux 
charges par le champ (É,B) 

Puissance cédée par le champ 

à une distribution de 

charges et de courants de 
volume (V) 


¥i 5p -iP;l 

vC- 

] 


ssJ] 

r (y 

lp' Ë5x 

) r : : 

| 


• Pour un milieu conducteur ohminno ,-u , . - 

ohmique de conduct.vite y (j = y£ , soit b = yl 2 ) 
la puissance dissipée par effet Joule est P ; = JJJy£ 2 5x 

3.2. Densité volumique d’énergie électromagnétique 

En tout point ou régné un champ électromagnétique (1,8) est localisée 


energie. 


une 


Densité volumique 
d’énergie électrique 

Densité volumique 
d’énergie magnétique 

Densité volumique 
d’énergie 

électromagnétique 

Bfgpll 



vÿK&B 2 ' 

1 

j 

3 


• Cas particulier 

d’une 

OPP . , 

1 v, « JL- 


i 


électrique et magnétique : w,=w m . qU ' partlt,on entre les formes d'énerj 

3.3. Vecteur de Poynting 

Le vecteur de Poynting corresp ond à^une p uissance rayonnée par unité de 
surface et est défini par la relation : j j'a: E À8 : 

'i ifipjg 

La puissance rayonnée P Da r | P VhV™ 

^ P le cham P électromagnétique à travers une 

"''Éa b) - j./._ 

S-JJn-5S. Elle correspond au flux du 

(S) 


surface (S) est P ny = Jj 

Po J 

3.4. Cas de l’OPPH 

* Poynting *«: fBl, , , „ 

possible de calculer directement cette . 

ectement cette moyenne à partir des expressions 

complexes des champs: (fl\ - n±(r E*\ > 

où 6 est le complexe 

conjugué de J. 

3.5. Bilan d’énergie 

n'élis 


Loi locale de 
conservation 

Loi intégrale de 
conservation 



. v 7 -v g 00 

puissance électromagnétique . v v 

au sein du volume (V) P à puissance cédée aux 


a travers (S) 


charges mobiles 




^ l' L-'L-^Aü U j jj i. ajjÿ, i WHÆH ! 
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Pour une OPP , la relation suivante est vérifiée : 


n 




3.6. Vitesse de transport de l’énergie 

La vitesse de propagation de l’énergie est v e = fl/w em . Pour une OPPH dans le 
vide, elle est égale à c. 


4. États de polarisation d'une OPPH 

4.1 . Définitions 

La direction de polarisation de l’onde est la direction du champ électrique £ 

4.2. Description de l’état de polarisation 

En choisissant l’axe O z comme direction de propagation de l’onde, le champ 
électrique s’écrit dans le cas le plus général : 


Ë(M,t) 


Ê „ =£ 0 , cos (eût -kz + ((>,) 
E, = E 0y cos(cot-kz + (p r ) 
0 


Le nom de la polarisation' de l’onde est donné par la nature de la courbe 
décrite par l’extrémité du vecteur champ électrique dans un plan 
perpendiculaire à la direction de propagation. Par convention, l’observateur 



de deux OPPH de même^mplftudT 6 ^ PeUt ® tre , considérée comme la somme 
l’autre polarisée circulairement à droite 006 P ° Clrculairement à gauche et 

dnS q °;, d “ P ° lariié “ « drcuta», tr , n!porMnt „„ momw 

^ S P-* dune 

Polaroid). ? quelconque grâce a un film plastique polariseur ( ou 

Onde polarisée elliptiquement 

" ** du , c finir*. U. rfate so „, résumés ^ „ ; 

— Ay à y 



Tz” 


■H- 1 


9e h-r.O 

iv 




9eJ|,7t 


(p = 7 C 


§ 


Les deux cas particuliers cp = 0 et m--rr 

rectiligne. correspondent à la polarisation 


propagation avec dispersion 

/. Absorption et dispersion 
1. 1. Cas général d’un milieu absorbant 

• Dans le cas le plus général, le vecteur d’onde HW a 

un milieu quelconque est complexe : k = k'+ik' fe " °?? 56 pr ° pa S eant dans 

- * ^ J* , K et k reels. 

• Pour une OPPH se propageant dans le sens des z croissants, les champs £ et 

B sont de la forme : £ = et J = 

^«Xét^tLi^ q::?:zùtr tion de ,w * e 

la phase de l’onde. 4 onde - La P artle réelle k' affecte 

est caractérisé par un indice complexe n = n' + jn \ et n’ réels. 


Si indiCe dispersi ° n et = indice d’absorption, 
our un milieu ti—i » . m. . . / 


**• ”• ««*. ê l'indice de réhcdon 
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1.2. Paquet d’ondes. Vitesse de phase et vitesse de groupe 
0 Une onde plane peut se décomposer 
en une somme infinie d’OPPH : 

£(r,t) = Jg(a>)e J *“ t ~ k r W. 

0 

On parle alors de la propagation d’un 
paquet d’ondes (d’un groupe d’ondes). 

• La vitesse de phase v^, est la vitesse 
de propagation de la phase de l’onde : 


_ 0) 
y 9 ~ . / 



• Pour À0)«c oo 0 , la courbe g(co) est très « resserrée » autour de co 0 , la vitesse 
de groupe v g est la vitesse de propagation de la composante de pulsation co 0 . 

Elle n’a de sens que lorsque le milieu est non absorbant, c’est-à-dire pour k 
réel. La vitesse de groupe dépendant généralement de la pulsation , elle est 


définie pour la pulsation centrale co 0 du paquet d’ondes : v ; 


«f*“ï 


8 [ dkL 


La 


vitesse de groupe représente souvent la vitesse de propagation de l’énergie 

fi 


W A1 


• Lorsque la relation reliant k à co n’est pas linéaire, le milieu est dit dispersif : 
la vitesse de phase et la vitesse de groupe dépendent alors de la pulsation. 


Longueur de cohérence Ax du 
paquet d’ondes 

Durée de cohérence At du 
paquet d’ondes 

Le champ électrique ne prend de 
valeurs significatives que sur une 
distance Ax centrée sur le paquet 
d’ondes telle que : 

AxAk « 2k et Ak ~ Aco/ v g 

À une position fixe, le champ 
électrique ne prend de valeurs 
significatives que pendant une durée 
At telle que : At Aco = 2tc . 


2 . Propagation dans un plasma 

2.1. Conduction dans un plasma 

• Un plasma est un gaz ionisé. Il contient, par unité de volume, n électrons (de 
masse m et de charge -e ) et n cations (de masse N\ et de charge e pour des 
cations monovalents). 

La charge d’un volume élémentaire est nulle : p = 0 . 

• La seule force non négligeable s’exerçant sur les particules chargées est la 

dv /- -\ dv- { - 

force de Lorentz : m — - = -e E + v a B , M — L = e £ + v ; a 8 . 

dt \ ) dt [ J 


ciclu uiiidgneusme 


Pour les vitesses ||v e || et ||v f || négligeables devant la vitesse de phase v, de 

l’onde, la force magnétique est négligeable et m^- = - e £ M— = eÊ 

dt ’ dt 

• Sous l’effet du champ électrique d’une OPPH g = Ê 0 /°*~ i f ' 1 , les vitesses des 

électrons et des ions est donnée par =— — g e t v. = — £. Le vecteur 

jm(ù~ - 1 

,2 r i n 


densité volumique de courant est j = ne(vj - = j— I — + — |Ë = v£ . 

~ e co \m MJ 


Pour M » m, la conductivité complexe du plasma est 


T F J— — 


• Le courant volumique est en quadrature avec le champ électrique : la 
puissance moyenne cédée par le champ au plasma est nulle. 

2.2. Propagation d'une OPPH dans un plasma. Relation de 
dispersion 

• L’équation de Maxwell -Am père 


rot B = /j 0 


p dË 

- Yë+e °aT 


= ^o e o 


• +i 


Y 13£ 


e 0 co J dt 


est de la forme rot8 = n 0 e-^ avec £=£„£, la permittivité complexe du 
milieu. 


La permittivité relative du plasma est e, = I- — M 

V CD J 



fW 
1 ne 

GX = i 

• . ■ri 

KtÇtMffSSfi 


m 


La pulsation co p est dite pulsation plasma du milieu. 

• Les équations de propagation dans un plasma sont les mêmes que celles dans 
le vide à ceci près qu’il faut remplacer la permittivité du vide £ 0 par la 


e, ô 2 Ë - 


£ JL d 2 B 


permittivité complexe e = £ 0 £ r : AË-%— = = 0 AB-^— = 5 

c dt 2 ’ ~ c 2 dt 2 

~ dV 

Pour le choix de la jauge dhM + ji 0 £-r= = 0 et en milieu localement neutre 

dt 


d 2 Â - 


d 2 v 


p = 0 , on a AA — |i 0 £ = Ô et ÀV-p 0 e^-f = 0. 

dt dt 

• La relation de dispersion est la relation reliant le vecteur d’onde à la pulsation. 
Pour la propagation dans un plasma : 



§9 


• Si Cû<co p> k est imaginaire pur et l’amplitude de l’onde décroît 
exponentiellement : il n’y a pas de propagation possible et l’onde est 


evanescente. 
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Vitesse de phase 

Vitesse de groupe 

v * = 

>1 

c 

. ==• > c 

*1 - (co p / co) 2 

v s =c^-(co P /w) 2 <c 


Si Cû>Cû p( k est réel : il y a propagation. On dit que le plasma est 
transparent pour co>CO P . 


Le plasma est un milieu dispersif. 

3. Réflexion sur un conducteur plan parfait 

3.1. Hypothèse du conducteur parfait 

• Un conducteur parfait n’oppose aucune résistance au passage du courant 
électrique : il est caractérisé par une conductivité infinie. 

En l’absence de champ magnétique statique, les champs 
Ej nt et 6j nt sont nuis à l’intérieur d’un conducteur 
parfait. Il en est donc de même de j et de p. Les 
seules charges et courants possibles sont superficiels. 

Relations de passage : 


, . 4 , „ 


^ r* e 0^èxt ’ n ext 

■j 


^éxt —V'oJs A n ext ' 



AEi 


Le champ électrique dans le vide au voisinage d’un conducteur parfait est 
orthogonal à l’interface conducteur - vide. 

3.2. Réflexion sous incidence normale d'une OPPH 
Considérons une onde plane 
progressive harmonique polarisée 
rectilignement, de pulsation (0, se 
propageant dans le vide selon la 
direction de vecteur unitaire e* 
perpendiculaire à l’interface vide - 
conducteur supposée assimilable à un 
plan infini. Choisissons comme axe O y 
la direction de polarisation de Fonde, le 
champ électromagnétique de cette onde 
incidente a donc pour expression : 


k 


Bi 


vide 



métal 


k _ £ 

Ej (x,t) = E 0 exp j(œt-kx)e y et B ( — a E. = — exp j((ût-kx)e z , avec 

co c 

k = — e, . Le champ électrique dans le vide, au voisinage du métal, ne doit pas 

avoir de composante tangentielle. Il faut donc qu’il existe une onde réfléchie 

dont le champ électrique compense celui de Fonde incidente : 

l f (o-.t)=-i,(o-,t). 

3.3. Expression de l'onde réfléchie 

Pour préciser la structure de cette onde réfléchie, utilisons des considérations 
de symétrie: pour Fonde incidente, le plan xOz, perpendiculaire au champ 

électrique, est plan d’antisymétrie et le plan xOy, perpendiculaire au champ 

magnétique, est plan de symétrie. L’onde réfléchie possède au moins les 
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propriétés de symétrie de l’onde incidente qui en est la cause, donc le champ 
e ectrique réfléchi est perpendiculaire au plan xOz et le champ magnétique est 
perpendiculaire au plan xOy . 

Ces résultats nous amènent à considérer pour l’onde réfléchie la structure d'une 
OPPH polarisée rectilignement suivant e, se propageant selon Ox, vers les x 

décroissants: £ f (x,t) = £'oexpj(cû't + /cx)i, avec k=-k'h=--ë,. 

c 

La relation de passage en O impose £'o exp(jto't) = -£ 0 exp( J 'o)t), Vt ; alors 

CO = CO et £ o = -£ 0 . L’onde réfléchie a la même pulsation que l’onde incidente 

(linéarité du milieu). Nous avons, de plus, k' = — = k 

c 

Le champ électrique de l’onde réfléchie a donc même pulsation et même 
amplitude que celui de l’onde incidente ; cependant il change de sens lors de la 

réflexion (ou subit un déphasage de k) : Ê,((r,t) = -£ 0 exp(jCût)ë,. 

Le champ électromagnétique de l’onde réfléchie s’écrit : 

Ir (*• *) = “Io ex P j (fût + foc) ë, et 8 r = — A£ r =l2. ex pj(cût + kx)i z 

CO c 

Remarque I : le champ électrique dans le vide au voisinage du conducteur 
n ayant pas de composante normale, la relation de passage du § 3.2. indique qu’il 
n y a pas de charge superficielle sur le conducteur (o= 0). Le vecteur densité de 
courant est nécessairement selon O y puisqu’il possède les mêmes propriétés de 
symétrie que le champ électrique; il est donné par B = M 0 l fA n. avec 

6(0 ,t) = B,(0-,t) + 8,(0-,t) = 2^-exp/(cot)i ï et ë = -ë,, d’où 
£ 

j 5 = 2^-exp/(cot)ë y . 

M-() C 

Remarque 2 : l’amplitude du champ électrique réfléchi étant la même que celle 
du champ électrique incident, l’OPPH réfléchie a la même énergie que l’OPPH 
incidente ; ce résultat peut paraître paradoxal dans la mesure où l’onde réfléchie 
est due a la mise en mouvement des électrons du conducteur sous l’effet du 
champ électrique incident ; notons que nous sommes dans l’hypothèse où la 
résistivité du métal est nulle et donc le courant ] s ne dissipe aucune énergie. 

3.4. Réflexion d'une OPPH 

• L angle de réflexion est égal à l’angle 
d’incidence (en valeur absolue). 

• La pulsation de l’onde réfléchie est 
identique à celle de l’onde incidente 

• Le milieu de propagation étant le 
même pour les ondes incidente et 
réfléchie, ||k f || = ||fc r |. 
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4. Onde stationnaire 

• Une onde est dite stationnaire si les variables temps et espace sont 
décorrélées. Un signal stationnaire peut s’écrire sous la forme : 

• Une onde stationnaire ne transporte en moyenne aucune énergie. L’énergie 
d’une onde stationnaire est équi-répartie entre la composante électrique et 
magnétique. 

• Les nœuds de vibrations correspondent aux points de l’espace où 
l’amplitude de la vibration est nulle, les ventres de vibrations à ceux où 
l’amplitude de la vibration est maximale. 

• Une demi longueur d’onde sépare deux noeuds ou deux ventres consécutifs. 

• Dans, le vide, la superposition de deux OPPHPR de même amplitude, de 
même pulsation et se propageant en sens opposé conduit à une onde 
stationnaire : 


£ = E 0 (exp(-jkx)- exp(jkx))exp(jcot)e y = -IjE-o sin(kx)exp(jcot)e y 
8 = — (exp(-jkx) + exp(j/a))exp(jcot)e z = 2 — cos(kx)exp(jcot)e z 
£ = Re (£) = 2 E 0 sin(kx)sin(cot)ê y 



Les champs électrique et magnétique sont en quadrature. 

Les noeuds du champ magnétique sont les ventres du champ électrique et les 
ventres du champ magnétique sont les noeuds du champ électrique. 
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5 . Propagation guidée 

5.2. Guide d’onde infini à section rectangulaire 

On envisage la propagation d’une onde 
transverse électrique (TE) à travers * k 
un guide d’onde à parois de conductivité 
infinie : 

a 

I = £o(x,y) exp j((ùt- kz) 

£-(£., «,(«3 )« + £, 

• U„ mode propre ... „n. onde lonn.ir, s „ lrf „ ant ^ „„ ditloIls ^ 

• Le mode defin, par le couple d’entiers (m.n) est un mode propre appelé 

faces dltcavS ^ ^ ““ Pr ° greSSive réfIéchie «■ différentes 

mod n e 8Ulde m ° n0mode est un 8 uide " e Permettant la propagation que d'un seul 

• Les amplitudes du champ électrique ne sont pas indépendantes: divÈ = 0 

conduit à : — E„ + -£. =0 
o b^ y 

• L’équation de propagation AË--L0 = ô donne k 1 = (“J ^ + 

• Pour le mode T£ m „, le guide d’ondes se comporte comme un filtre passe 
haut de pulsation de coupure (û Cmn = 

• On a en différente la relation de disp ersion: 2kdk = 2 Mc> , soit 

2 CO dco .—lmI -I! 

c ~Jlk =v ^ avec 



Une onde transverse électromagnétique (TEM) ne D eut n,. c 

dans un guide d’ondes rectangulaire. ' P ut pas se propager 


5.3. Propagation guidée entre deux plans conducteurs parallèles 

On envisage la propagation d’une onde x 
dont le champ électrique est de la f 
forme : 

£ = £ 0 (x)expj(cot-kz) 

Les deux plans conducteurs parfaits, 
sont illimités, parallèles et distants de a. 


• Cette configuration n est qu un cas particulier du guide d’onde rectangulaire 
précédent avec b infini. On en déduit alors : 

£ = £ 0 sin(^m^-jcos((ùt-kz)ë ) , . - (~) etcû c =m— 

Le mode, ne dépendant que d’un entier m est appelé mode TE m . 

• La propagation n’est possible que si co > — , soit X = < 2 a . 

o (Û 



CHAMP RAYONNÉ PAR UN DIPÔLE 
OSCILLANT 


/. Dipôle oscillant 

Bon nombre de sources de rayonnement peuvent être modélisées par un dipôle 
oscillant de moment p = p 0 cos cot = qa (cos eût) ëj . 

• Approximation dipolaire 


La source de rayonnement est assimilable à un dipôle électrique, de moment p, 
placé au point O choisi comme origine, lorsque ses effets sont étudiés en un 
point M situé à une distance r très grande devant l’extension de la distribution 
dipolaire de dimension caractéristique a : 



• Approximation non relativiste 

La vitesse de chaque charge est faible devant la vitesse de la lumière : 


v = -Cûasincot 
v < Cùû 

0) a<^c 

c X . 
a<^ — = — < X 

CO 271 

L’approximation non relativiste consiste à considérer : 

• Zone de rayonnement 
Le champ électromagnétique rayonné par le dipôle oscillant est étudié dans une 
région de l’espace assez éloignée (champ lointain) de la source pour que : 




130] 
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Cette propriété définit la « zone de rayonnement » ou « zone de champ 
lointain ». L’hypothèse non relativiste et l’approximation dipolaire sont 
nécessairement vérifiées dans la zone de rayonnement. 


2 . Champ rayonné 

L’objectif est de déterminer en M, à 
tout instant, le champ 
électromagnétique créé par le dipôle 
oscillant de moment p = p 0 cos(ùt 
placé en O. 

Le point M est repéré par les 
coordonnées sphériques, précisées sur 
la figure ci-contre, p = p 0 cos cote z . 

En notation complexe, p = p 0 e jwt e z . 



2.1 . Potentiel vecteur 


L’expression du potentiel vecteur créé en M par un élément de circuit parcouru 
par un courant j(P,t)5x en P (potentiel retardé) vaut: 


Un /(P. t — PM/c) 

dA(M,t) = — — — 5x 

4tx PM 

Pour une distribution dipolaire D : 

471 JJJd PM 
PM 

Le terme t p = correspond à la durée de propagation entre le point source P 


et le point M. Par hypothèse, |OPj < a JOM = r donc PM = r. De plus 

PM r a T X , „ . . , , 

— ss— car — «c T = — en vertu de I approximation non relativiste ( a « X ). 
c c c c 


Par définition, la vitesse moyenne des charges du volume élémentaire 8x est v 
et leur charge est 5 q = pSx , jSx = p/8x = Sqv . 



Remarque : En statique, p = Ô et A = 0 . 
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2.2. Champ magnétique 

Le champ magnétique est donné par : 

8 = rot A 

B = rôt (A (r,t)e z ) = grad A(r,t) Ae z 

8 = — e r a e z et 8 = --^-sinBe* 
dr dr 


Or 


^ = + et ^ = -1^. = -^ donc: ^ = --W£ + £ 


dr Ak{ r 1 r dr J dr c dt c dr 

Comparons les ordres de grandeurs : |f»| est de l'ordre Cû|f> 0 | et |p| est de 

l'ordre co 2 |p 0 | donc est de l'ordre de = Dans la zone de 


rayonnement (— » l), le terme £ est négligeable devant le terme Alors 
À r 


0A 

dr 


Ho 

47trc 


P- 



Remarque : En régime statique, 6 = 0 . 
2.3. Champ et potentiel électrique 
Le champ électrique E est donné par : 


- — ; „ dA 
E = _ gradV __ 


le potentiel scalaire électrique V étant calculé à partir de la condition de jauge 


8V 

de Lorentz — = -c divA. 
3t 


, - , — , - 8A- - 3A_ |i 0 ■■ 

Avec, divA = div(Ae t ) = gradAe I = — e, -e*. — - ^P 


ë, - e: =cos0 : 

En intégrant par rapport au temps et en excluant la présence éventuelle d’un 


— = Ü5Îf>cose 
8t Anr 


ou en notation complexe 


LfM t)= ; — 

; 

; 

' 4J : .C-:;. 

i 

ni 

? 

| 
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THERMODYNAMIQUE DES FLUIDES 

/ . Théorie cinétique des gaz 

/./. Description du modèle 

En théorie cinétique des gaz, les composantes de la vitesse des particules sont 
des variables aléatoires continues variant de -co à +~ . 

• Modèle des sphères dures : on néglige la structure interne des molécules 
ainsi que toute interaction à distance entre elles. Il n’y a que des collisions 
élastiques (conservation de l’énergie cinétique totale) entre les molécules. 

• Le chaos moléculaire : les composantes des vecteurs positions et quantités 
de mouvement des molécules sont distribuées au hasard. 

Il y a homogénéité de la répartition moléculaire et isotropie de la répartition des 
vitesses. 

• Homogénéité de la densité moléculaire: en l’absence de champ 
extérieur (on néglige le champ de gravitation), la concentration des molécules 
est la meme en tous points du récipient. 

1.2. Interprétation cinétique de la pression et de la température 

L’énergie cinétique moyenne de translation des molécules de masse m est : 

i e c)= 2 m { v )’ où ,e crochet désigne une moyenne statistique sur une 
population constituée d’un grand nombre de molécules du gaz . La grandeur 

V ) = v ]u 77 Z/? est 'a vitesse quadratique au carré de la molécule. 

V /V i= J J 

Hors équilibré, les molécules de plus grande énergie cinétique cèdent par 
collision de lenergie aux molécules de plus faibles énergie cinétique. Il s'en suit 
etablissement d’un équilibré correspondant à l’équilibre thermique ou chaque 

molécule a une même énergie cinétique moyenne : l/n^y 2 ^ = -m 2 (v^. 

On définit alors la température cinétique T c par la relation : 


(e c ) =imv 2 u = |k s T c 




i où 



fcfl RI N * désigne la constante de Boltzmann 


» ' — ~ ô j » - ^un^tdnte a Mvogaaroj. 

Les chocs nombreux des molécules sur les parois du récipient sont 
responsables d’un transfert de quantité d e mouvement e t donc d’une pression 




j où n p représente la 


cinétique P c donnée par la relation 

densité particulaire des molécules (nombre de molécules par unité de volume). 
Remarquons que la définition de la température cinétique et de la pression 


, I WW. la yi CJ3IUI I 

cinétique conduit directement à l’équation d’état des gaz parfaits P C V = nRT c /l; et 
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que l’énergie cinétique totale des N molécules constituant le gaz est 
Ê?‘=N{e c ) = |nRT c . 

Les notions générales de température et de pression sont définies à partir du 
second principe de la thermodynamique, et elles se confondent respectivement 
avec la température et pression cinétique dans le modèle du gaz parfait. Par la 
suite, nous noterons simplement T la température et P la pression et écrirons 
l’équation d’état des gaz parfaits PV = nRT . 

1.3. Quelques vitesses utiles 

• Vitesse moyenne : v m = 

• Vitesse la plus probable : v P = 

• Vitesse quadratique moyenne : v qu = 

2. Éléments de statique des fluides 

2.1. Champ de pression et force pressante 

Un fluide est un ensemble d’entités microscopiques occupant un volume dont la 
forme géométrique s’adapte aux contraintes extérieures. Pour étudier les 
propriétés d’un fluide, on le décompose en éléments de taille mésoscopique, ce 
qui permet d’une part de ne pas s’occuper du caractère discret des molécules et 
d’autre part de pouvoir considérer une variation locale des différentes grandeurs 
le caractérisant (pression, masse volumique, etc...). Un élément de volume de 
taille mésoscopique du fluide est appelé particule de fluide. 

Chaque particule de fluide est soumise à deux types de forces : 
les forces volumiques (gravitation, électromagnétique, inertie...) 
les forces surfaciques ou de contact 

La force pressante dF(M) exercée par un fluide sur un élément de surface dS 
centré en un point M est perpendiculaire et proportionnelle à dS . 

Pour un élément de surface orienté vers le 
fluide exerçant la force pressante, on a 

Le coefficient de 

proportionnalité entre la force et la surface 
définit la pression du fluide au point M. La 
pression en M est indépendante de l’orientation 
de la surface. 

La pression est donc homogène à une force par 
est le Pascal : I Pascal = I N • m“ 2 . 


^(M) “ "“P(M)^ 
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Remarque: En statique, X — e t l/(M,t) - P cos ® 


4ree 0 r 2 


Expression du champ électrique 

grad V = 


üar-ïi+l»! 

or r 30 


47tr IXe 

£ 

4ïïr 


47tr 


r 30 


M = ÜL.L-r 
5t 47tr 


47tr 2 


D'autre part. — = ^pi, =^^q S ei r -sinGèe) . 


Nous en déduisons £ = -erad V-— = H 2 £i!ü ® (P , P V H 0 sin 6- 

® . . i I ÊA — ■ — h 



pee , soit : 


En notation complexe : 

2.4. Structure de l'onde émise 

Chaque composante du champ électromagnétique vaut : 

£(M,t) = M^pf t- lli e et 6(M >t ) = HiiÜ^f. rV 


4TEr 


cj 


4rcrc 
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caractéristique d'une onde progressive, se propageant dans la direction et le 
sens de e r , à la vitesse c. 

• La décroissance des champs est en I et la polarisation est rectiligne. 

• Les vecteurs £ et S sont perpendiculaires à la direction de propagatio/i, 
sont perpendiculaires entre eux et le trièdre (Ë ,8/) est dire/' Leurs 


e, a J 


■normes vérifient la relation |g| = LI, d'où la relation 8 = i 

Dans une région limitée de l'espace, telle que r et sin/Tarient très peu 
les amplitudes peuvent être considérées comme estantes et l’onde 

, ,o r ," s propr,é,é ‘ de r » de >"»* A. ° ? 

I onde est « localement plane ». X H * 

3. Puissance rayonnée 

3,1. Intensité rayonnée 

L expression du vecteur de Poynting est 

I6tiVc P cj e ' 

Par définition, l’intensité énergétique moyenne est / = = (n) 
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f _msin l e, n 0 sin , e r , a 

I6kVc 

L’intensité décroît en 

L’intensité est une fonction de l’angte^, le rayonnement n’est pas isotrope. 
Cette anisotropie peut être décrite par l’indicatrice de rayonnement. 

3.2. Indicatrice de rayonnement 

On définît le vecteuiyOQ = / e r et on se place à la distance r = r 0 fixée du 
dipôle. On trace, ^pians le plan (p = cte, le vecteur OQ = I e r en fonction de 
I angle 0, I extréfnité Q de ce vecteur décrit une surface appelée indicatrice de 
rayonnement,/L’axe Oz du dipôle est un axe de symétrie de révolution du 
système (l/tie dépend pas de la variable (p), la surface est donc une surface de 
révolution autour de cet axe ; nous représentons sa méridienne. 

Ce diagramme constitue le diagramme 
de. rayonnement La fonction 
caractéristique du rayonnement est 

y— = sin 2 0. 


i 

p. 

‘Z 


à 




r a 




L’intensité rayonnée est nulle dans la direction de l’axe Oz du dipôle et est 
maximale dans le plan équatorial, perpendiculaire en O à cet axe. 

3.3. Puissance totale rayonnée 

La puissance rayonnée à travers une sphère Z de centre O et de rayon r vaut : 


avec ôS = r 2 sin 0d9c/cp , 


J* 16 nVc 


ilËii 

Smmm 


La puissance est indépendante du rayon r de la sphère I ; il n’y a pas de 
dissipation de puissance au cours de la propagation. 

La puissance moyenne rayonnée par un dipôle oscillant à la pulsation co a pour 
expression : 




Cette puissance est proportionnelle à la quatrième puissance de la 

pulsation (ou en ■—•). Ce résultat permet, en partie, d’expliquer la couleur 
A, x 

bleue du ciel. 


La résultante des forces de pression exercée par un fluide sur une surface S 

j. Le moment en O de 


quelconque s’obtient par sommation : 

Ü 

ligi 

ces forces est : 

Hgj] 

im*mÿ 



Considérons un objet solide délimité par une surface fermée S immobilisé dans 
un fluide quelconque au repos (figure I). anS 



f 'ê ure 1 figure 2 

Ce S » ''l 6 3 , rem P lacé une certaine quantité de fluide de même volume aue l’on 
appelle fluide déplacé. Lorsque la présence du solide ne modifie en rien le champ 
de pression au sein du fluide, alors la résultante des forces de pression que le 
fluide exerce sur le solide est égale à la résultante des forces de pression aüe ! 
fluide extérieure exercerait sur le fluide déplacé. P q 

L’equilibre du fluide déplacé de masse ny sous l’action de son poids et de la 

pression du fluide extérieur à S implique ny f - <g P(M)dS =Ô. L’objet subit 

donc de la part du fluide une force pressante: -<J| P(M)dS = -m F g = fl* que 

l'on appelle poussée d’Archimède : \ 




fl^id'e d P ° T 566 d ’ A " Chimède 3 P ° Ur P ° int ^'application le baiycentre G F du 
déplacé appelé centre de poussée. L’équilibre implique aussi que le 
moment de la poussée d’Archimède en G P est nul. 

Théorème d’Archimède : la résultante des forces de pression exercées par 
un fluide au repos sur un corps immergé est équivalente à une force unique 
appelée poussée d’Archimède, égale à l’opposé du poids du fluide dLacé et 
appliquée au centre de poussée. p,ace et 

2 3 Jguot/on fondamentale de la statique des fluides dans le champ 
de pesanteur uniforme ? 

<" Oxyz fixe canésien 

orthonorme daxe Oz vertical ascendant. Isolons un petit DaralléléninÀrU 
aretes parallèles aux axes du repère au sein d’un fluide au repos P P P 
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Ses six faces sont soumises aux forces de pression dF { , dP 2 ,..., dF 6 . L’équilibre 
de ce petit volume sous l’action de son poids et des forces pressantes se traduit 
par : dF t + dF 2 + dP 3 + dF 4 +dF s +dF e +dmg = Q. En projetant sur les trois axes, 
nous obtenons: 9P/9x = 0, dP/dy = 0 et 9P/9z = —pg où p représente la 
masse volumique du fluide. On peut résumer ces trois relations scalaires en 
écrivant : 


gradP^fpg 


Cette dernière formulation a l’avantage de ne pas dépendre du système de 
coordonnées particulier choisi. 

Remarques : 

9P 

• En l’absence de pesanteur, — est nul, donc la pression P = P Q est uniforme. 

dz 

La poussée d’Archimède sur un objet délimité par la surface fermée S est alors 
nulle : ft A = P 0 dS = 6 . 

• Dans le cas particulier d’un fluide incompressible, la loi de variation de la 
pression avec la variable z est P(z) = P 0 -pg(z - z 0 ) en notant P 0 la pression 
pour z = z 0 . 

(P(z)-P(z 0 ))S = pS(z-z 0 )g est le poids 
de la colonne verticale de fluide, dont la 
surface S à la base est horizontale à la cote 
z 0 , et dont la hauteur est z - z 0 . 

Applications : 

Théorème de Pascal : 

Dans un fluide incompressible, toute variation de pression imposée en un point 
induit la même variation de pression en tout autre point du fluide (si 
p ( z i)-^ f>/ ( z i) = ^(z,) + AP alors P(z 2 ) -> P'(z 2 ) = P(z 2 ) + AP). 

Théorème des vases communicants : 

Les surfaces libres d’un liquide homogène placé sous une même atmosphère 
sont à la même altitude (P(z) = P acn1 => z = cte ). 

2.4. Loi fondamentale de la statique des fluides dans le cas général 

Plaçons nous dans le cas général où s’exerce sur une particule de fluide un 
champ de forces qui ne se limite pas obligatoirement aux forces de pesanteur et 

notons f Y la résultante des forces volumiques s'exerçant sur la particule de 
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fluide. D’après le théorème d’Ostrogradski, nous pouvons écrire que la 
résultante des forces de pression s'exerçant sur une surface fermée (S) est 

F f --C^P (M) dS = -JJ|gradPdi, où (V) désigne le volume intérieur à la surface 

(S) (V) 


(S). La condition d’équilibre de la particule fluide s’écrit F p +F v = 6 où F v est la 


résultante des forces volumiques, soit encore - J]Jgradf> (M) dT + JJJf v(M) dx = 6 . 

m (V) 

La relation étant vraie quel que soit le volume (V), nous en déduisons que : 

irâ 3 P(M) = ftr C H J • 

Loi fondamentale de la statique des fluides : le gradient de la pression en 
un point M est égal à la résultante des forces volumiques en ce point M . 

Cas d’un fluide en rotation : le fluide est au repos dans un référentiel (31') 
en rotation par rapport à un référentiel galiléen (31) . Le référentiel (31') est 
alors nongaliléen et il faut tenir compte de la force d’inertie d'entraînement. On 
a alors grad P = p(g-ô e(A1) ) où o e(A1) désigne l’accélération d’entraînement au 


point M. 

Remarque : on peut remplacer la résultante des forces de pression s’exerçant 
sur une surface fermée par une force volumique équivalente : 


P p = -C^P (A1) dS = - jjjgrad Pdx 
> ' ' (V) 


On retrouve alors l’expression de la poussée 


d’Archimède comme cas particulier où on ne considère que le champ de 
pesanteur : f p = ft A = - JjJpgdT = -m f g . 

m 

3. Variables et équations d’état 

• On appelle variables d’état les paramètres thermodynamiques nécessaires pour 
décrire I équilibre et I évolution d un système thermodynamique macroscopique. 

• Si l’on réunit X systèmes identiques Z, . dans le même état, pour former un 
seul système Z homogène, les variables intensives de Z sont les mêmes que 
celles de chaque système Z,., tandis que les variables extensives de Z sont 
égales à X fois celles de !.. 


• Le lien existant entre le système étudié et les variables d’état est donné par 
l’équation d’état du système. 

• Equation d’état des gaz parfaits : PV = nRT 


• Équation d’état du gaz de Van der Waals : (P + ~)(V - nb) = nRT , où a et 

b sont des constantes positives. Le terme nb représente le covolume du fluide, 

c’est-à-dire le volume propre de l’ensemble des particules, et le terme — 

• , . V 2 

provient des interactions attractives de Van der Waals entre deux particules 
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PREMIER PRINCIPE DE LA 
THERMODYNAMIQUE 


Le premier principe de la thermodynamique affirme l’équivalence entre deux 
modes de transfert énergétique, le travail et le transfert thermique (également 
appelé chaleur). 

I. Postulat d’existence de la fonction d’état énergie 
interne. Premier principe 
l.l. Énoncé du premier principe 

Pour satisfaire au principe général de la conservation de l’énergie, on postule 
l’existence d’une fonction d’état, notée U , et appelée énergie interne. 

Énoncé du premier principe : pour tout système, il existe une grandeur 
extensive, appelée énergie interne et notée U , telle que la somme de l’énergie 
mécanique et de l’énergie interne E m +U = E, appelée énergie totale soit 
conservative. L’énergie interne est une fonction d’état du système. 

Variation d’une grandeur extensive : soit X une grandeur extensive 
relative à un système (£) délimité par une surface (S). Toute cause de 
variation de la grandeur X extensive peut se résumer en un terme d’échange 
ô e X de cette grandeur avec le milieu extérieur, et en un terme de production 

Ô P X de cette grandeur au sein même du système : 


dX = d e X + 8 P X . 


La grandeur X est dite conservative lorsque le terme de production est 


toujours nul : Ô P X = 0 


L’énergie totale est une grandeur dite conservative car il n’y a pas de production 

En d’autres termes, toute 


5E P = 0 


ou d’annihilation possible de cette énergie : 

variation de l’énergie totale d’un système vient d’un échange d’énergie entre le 
système et le milieu extérieur. Par contre, ni l’énergie interne U , ni l’énergie 
mécanique E m ne sont des grandeurs conservatives. 

1.2 . Formes d’énergies comprises dans l’énergie interne 


L’énergie interne d’un corps est la somme de l’énergie cinétique E Cmlcr0 de ses 
constituants microscopiques dans le référentiel barycentrique, et de toutes les 
énergies potentielles d’interaction E Pint entre ses divers constituants : 

; avec v* la vitesse du constituant (/) de masse m, 

dans le référentiel barycentrique. 

Cas particulier du gaz parfait : il n’y a pas d’interaction à distance entre les 
différents constituants. 

• Gaz parfait monoatomique : la seule forme d’énergie interne est l’énergie 
cinétique de translation de chaque atome et l’énergie interne se limite alors à la 

somme ^ = = N(e c ) = — Nk 6 T soit 




1 , 

,\2 

u=] 

^a(' 

'i ) • + £/>jnt 


• Gaz parfait diatomique : il faut prendre en compte la possibilité de 
vibration de la distance entre les deux atomes et de rotation des atomes autour 


commun, ce qui ajoute deux degrés de liberté. L'énergie interne vaut 


alors pour une population de N molécules, 



« F t°aZt^7eZ t q h ur’ lqUe dU premler p " ndpe - TrmaU 

2.1. Us Jeu* * forme, .féqhcg. d’éuergie oses le milieu extérieur 

pte 'r corpi “ ns ~ » 

forme de transfert thermique. ° rS ^ energle a ete tr ansferee sous 

Notation : W représente le travail reçu par le système 

Conventmn^ 6 ^ 656 ^ 6 '* thermic l ue par le système 

tout ce qu’il cède “* positivement * 

travail (de la chaleur) dr^LTxTliÏr'^ 6 " 16 "' ^ lénerSie S ° US f ° rme de 

Z?^ï£Z£~ ahm,m ‘ dc n ■«* - * — 

Variations élémentaires : ni le travail ni l* . 

le cas général des différentielles aXi en thermique ne sont dans 

semn. donc notée, respectivement 8W et ^ 


2.2. Travail des forces de pression 

* — * - 

P 'a Part des forces de pression extérieures est: 

Le signe moins traduit le fait que le travail ««■ 

! E™r compr ' ss,w — - S' n :sr,or7r: 


U travail ,ou,l reçu par I lorsque son volume p, s s. d’un, valeur Inldale V, à „„ 


valeur finale VJ. 



Le calcul ne peut se faire que si on 


“T ^ 13 PreSSi ° n eXténeUre durant la tran sformation. 

Transformations particulières 

• Transformations réversible*: (a.*- 

instant équilibre mécanique entre le système^"’ T '£!■“ ^ ' "■ X 8 à ChaqUe 
système gazeux il v a Hnnr à ^ et le milieu extérieur. Pour un 

gazeux, ,1 y a donc a chaque etape de la transformation égalité entre la 

pression P du gaz et la pression extérieure P e „: P = P c , d’où 



• Transformation isochore : lé vol™, du spstém. resté constant « w, =0 
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• Transformation monobare : le système évolue sous une pression 
extérieure constante, soit : 


mimé 


Transformation isobare : la pression du système reste constante et égale à la 
pression extérieure, soit : 


W'=ï*{Yr?v,) 


2.3. Formulation mathématique du premier principe 

On distingue les systèmes fermés où il n’y a pas d’échange de matière entre le 
système et le milieu extérieur des systèmes ouverts où se font au contraire des 
échanges de matière 

Les deux formes de transfert de l’énergie entre un système et le milieu extérieur 
sont le travail noté W et le transfert thermique notée Q . Pour ce qui est du 
travail, on fait une distinction entre le travail W c des forces extérieures dérivant 
d’une énergie potentielle (forces conservatives), du travail W nc des forces 
extérieures non conservatives. 

La variation de l’énergie totale du corps est égale à la somme de l’énergie 
échangée par l’intermédiaire du travail des forces extérieures non conservatives 
et de l’énergie échangée sous forme de chaleur. Le travail des forces extérieures 
conservatives n’apparaît pas explicitement car il est déjà pris en compte dans la 
variation d’énergie potentielle macroscopique du corps. 

La formulation mathématique du premier principe écrite sous forme 
différentielle et intégrale est donc : 

formulation différentielle 


formulation intégrale 


mvimmëm \ 




Notons que cette formulation n’est valable que pour un système fermé. Le 
premier principe tel qu’il est écrit ici doit donc toujours s'appliquer à un même 
système thermodynamique dont on suit l’évolution au cours du temps. 

L’usage fait que l’on écrit souvent plus simplement W le travail contribuant à la 
variation de l’énergie totale du système. Il faut simplement faire attention à ne 
pas prendre en compte le travail des forces dérivant d’une énergie potentielle 
(exemple : travail des forces de pesanteur). 

3, Fonction enthalpie . Bilan énergétique d*un système en 

écoulement 

3.1 . Fonction enthalpie H 

Par définition, l’enthalpie H d’un système de pression P et de volume V est : 

Les paramètres P et V étant des paramètres d état et l’énergie interne U une 
fonction d’état, l’enthalpie est donc, par construction, une fonction d’état. 
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3.2. Bilan énergétique^, système e „ écoulement 



ESLVL ætZ£Z£LT,.? K %7' * 

“ T- * rr * A 

système Z defin. par la reunion de deux sous-systèmes : r = {ZuZ) à 

:r '■ " £ ' =(Euiji * iwt — - — . J*, il 

En r, glme permane „ t ; ^ (pu d . raumu , >t|on ^ mad . ^ djni «• 

coir^ fc “ r "' r ““ """ “ "“«» S 'Wneur Ja I, surfac9 

On appelle travail indiqué le travail rom r>,r u 

mob lte , a machl „ e inL^XrdJX”; de " Pm d “ Plrt “ 

E. premier principe e ppli q eé a „ iystén1a , ermé g ^ ^ 

permanent à la relation : ' r ~ ~ " ’ 


^[ h + e^+e ü ^=8\\< + §Q 


avec : 


(£ z pour l’énergie 


l’enthalpie massique h 

l’énergie potentielle macroscopique massique e 
potentielle massique de pesanteur) P 

l’energie cinétique macroscopique massique e cin 

5W ‘ et 6( 2 res Pectivement le travail indiqué et le transfert rhprmi 
par )e système Z' e„ tr9 le, teara , „) + Jt '•"»*« "W. 

Cas particulier de I, détente de Joule-Thormon 

^2 Ç * — « P-i 

to»e calorifuge e, Ho™,. Po9r P „ e 

ar:tcti 

îiiïr&r 4 

4. Coefficients calorimétriques 

Capacités thermiques 

Les capacités thermiques traduisent la capacité d’un corn* i 
I energie sous forme thermique. P P em ™aga$iner de 
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Les capacités thermiques et capacités thermiques massiques à volume constant 
sont définies a partir de la fonction énergie interne U. 


J dU 7 
VâT Jy 


• Capacité thermique à volume constant : < 

• Capacité thermique massique à volume constant: il s’agit de la capacité 
thermique à volume constant ramenée à l’unité de masse du système, 


_£v 


Les capacités thermiques et capacités thermiques massiques à pression 
constante sont définies à partir de la fonction enthalpie H. 


’ Capacité thermique à pression constante : 


_/3H 

' \3î; 


• Capacité thermique massique à pression constante: il s’agit de la capacité 
thermiqu e à pression constante ramenée à l’unité de masse du système, 


m 


Phases condensées : les capacités thermiques C v et C f sont très proches et 


on parle alors simplement de capacité thermique C : [C, «-C„ «Cl . On a alors 
[dU ~ dH = ÇdfJ . 

Gaz parfaits : I énergie interne et l’enthalpie d’un gaz parfait ne dépendent que 
de la température : \dU. = C v dT\ : et |c/H = Ç P dT[i 


La relation entre les capacités thermiques à pression et à volume constants est 
donnée par la relation de Mayer : |C P -C v =nRj pour n moles de gaz. 


En introduisant le rapport y = ~^~ > 


r nR 
L v~z~~: 
T-l 


et 


r - y nR 


Gaz monoatomique : C v = — nR et C p = — nR , soit y = — = - = 1,67. 

^ 2 Cy 3 


Gaz diatomique : C v =~nR et C, = - nR , soit v = — = - = I 40 
2 2 1 Cy 5 

4.2. Loi de Laplace 

Elle n est valable que pour une transformation adiabatique, réversible, appliquée 
à un gaz parfait avec y = cte. Elle s’exprime indifféremment en fonction des 
couples de variables (P,V) , (T,V) ou (P, T) : 

• Couple (P, V) : |PVT = cte . 

• Couple (T, V) : |tV h ^ cte . 

• Couple (P, T) : |p'~ t T t =cte . 


PVJ = cte . 
TV 7-1 - cte 
P'~ T H = ct( 
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SECOND PRINCIPE 
DE LA THERMODYNAMIQUE 

/. Enoncé du second principe et hypothèse fondamentale 

Enonce : Pour tout système, il existe une fonction d’état, extensive, appelée 

sDonrarf' ^ te 6 5 U un s y st ® m e, thermiquement isolé et fermé, évolue 

spontanément vers un maximum d’entropie. 

d H /n^ h f èSe ;° ndamenta ' e : / OUte l inforrnat ion sur le système est contenue 
dans la fonction entrop.e S. Cette fonction est différentiable, en fonction des 

paramétrés extensifs (U,V,n,...) décrivant le système, et monotone croissante 
en énergie interne U . 

L entropie est une mesure du désordre du système. L’état le plus désordonné 
d un système isole correspond à son état le plus probable. Le second principe 
e t un cntere dévolution pour le système: un système isolé évolue toujours 

dans le sens d une croissance de son entropie, et l’état d’équilibre est atteint 
lorsque l’entropie est maximale. 

2. Identité thermodynamique et couples de variables 

L entropie S est une fonction des paramètres extensifs ( U,V,n ,...) décrivant le 
système et monotone croissante en énergie interne U. On peut écrire de la 
meme façon que energie interne U est une fonction des variables extensives 
: U = U(S,V,n,...). 

La différentielle de l’énergie interne s’écrit alors : 


dU = 


du 


dS + 


du 


d v + fÜT 


dn + ... 


Température 

thermodynamique 

Pression 

thermodynamique 

' ''à,/,-. 

Potentiel chimique 


r r dL/ .v- . 

! 

■1 

1 

i 




-dn v ■$£.; 



La température thermodynamique exprime la dépendance de l’énergie interne 
en fonction de I entrop.e, la pression thermodynamique la dépendance de 
I energie interne en fonction du volume du système, le potentiel chimioue la 
dépendance de I energie internejyifonction du nombre de moles, ... 

Dans le cas du gaz parfait, température thermodynamique et température 
cinétique se confondent. De mêmef la pression thermodynamique a le sens de la 
pression definie en statique des fluides. Les notions de température et de 
pression thermodynamique constituent des généralisations des notions définies 
fluidel ^ part ’ CU ' erS dü mode,e étique du gaz parfait et de la statique des 

Remarque : dans le cas où le système est composé de plusieurs espèces 
chimiques, on définit le potentiel chimique relatif à l’espèce (i) par 
dlJ 


dn 


'• y 


Sy* n j,jni t- 
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Identité thermodynamique 



L’identité thermodynamique fait apparaître des couples de variables : une 
variable intensive et la variable extensive conjuguée. 


Exemple : 

Variable extensive 

Variable intensive 
conjuguée 


entropie S 

température T 


volume V 

opposé de la pression -P 


nombre de mole n 

potentiel chimique |i 


charge électrique q 

potentiel électrique 0 


Dans le cas particulier d’un système fermé n’échangeant avec l’extérieur que de 
l’énergie sous forme de travail par l’intermédiaire des forces de pression, 

l’identité thermodynamique s’écrit \dU = TdS - Pd\4 i 


Différentielle de renthalpie : la définition de l’enthalpie H = U + PV conduit 
immédiatement à la différentielle |ç/H=Td$ -hVdPf l. 

3. Bilans entropiques 

3.1 . Terme d'échange et terme de production d'entropie 

L’entropie étant une grandeur extensive, la variation élémentaire d’entropie dS 
d’un système (Z) peut s’écrire comme la somme d’un terme d’échange et d’un 

terme de production d’entropie : i. 


La variation d’entropie de (Z) entre l’état initial et final s’écrit alors 




• S p = entropie produite au sein du système au cours de la transformation 

• S e = entropie d’échange reçue par le système 

Ni l’entropie échangée ni l’entropie produite ne sont des fonctions d’état : seule 
la somme S e + S p l’est. Les grandeurs S e et S p dépendent donc de la 

transformation particulière suivie par le système pour passer de l’état initial à 
l’état final. 


• L’entropie échangée vient des transferts thermiques entre le système et le 
milieu extérieur. En notant ÔQ le transfert thermique élémentaire reçue par le 


système de température T j- à la frontière extérieure, on a 



• L’entropie d’un système isolé ne pouvant que croître d’après le second 
principe, on a toujours Sfëzü i 


• Dans le cas d’une transformation réversible, l’entropie produite est nulle : 
Y L’entropie produite est donc une mesure de l’irréversibilité de la 


?m9 


transformation. La détermination de l’entropie produite se fait à partir de la 
relation S p =AS-S e : on détermine la variation d’entropie du système qui ne 


dépend que des états initiaux et finaux du système, ainsi que l’entropie échangée 
connaissant le transfert thermique échangé et la température à la frontière. 

3.2. Relation de Carathéodory 

La relation différentielle dU^TdS-PdV s’écrit encore d’après le premier 
principe dU - ôQ fev + ôW rev , . On reconnaît l’expression du travail élémentaire 
des forces de pression dans une transformation réversible SW rev = -PdV , d’où 
par identification ÔQ rev = TdS . 


Relation de Carathéodory : 


</s = 

j et 

AS = T^ rev 

T •• 


T 


uu peut se calculer en imaginant une 

transformation réversible amenant le système de son état initial à son état final. 

Remarque : Notons que la relation fait intervenir la température T du 
système. Dans un échange de chaleur réversible avec le milieu extérieur, on a 

T ~ T f et Sp - 0, et la relation AS = S e = J—p- = f- ^ rev permet de retrouver la 

J If J T 

relation de Carathéodory. 

4, Entropie des systèmes thermodynamiques usuels 
4. I. Cas du gaz parfait 


-Couples (T,V) : dS = ^- + ^dV = C v — + nR~ 
TT T V 


, soit 


S(T,V) -S(T 0 y o )+^\r 
Y-l 

f t y ., 

i -f-: +nR In 
V 'o ) 

•n 

7.J 

, c dH V _ dT dP 

- — - — dP -C P — -nR — , soit 
TT TP 

• ~ - s t y~\ z 

iS 

: en faisant une combinaison linéaire des 

l)dS = ynR — + nR— , soit 
V P 


.VJ ir-1 

j 


Pour la matière condensée, on peut confondre les capacités C v et C p de sorte 
que I on parlera simplement de capacité thermique C : C v - C p « C . Dans ce 


cas, dU .= CdT = TdS et 


SlT)-S(T c j, Jc (7i üT 

T a 


. Dans le cas particulier où, dans 


le domaine de température cons idéré, on peut néglig er la variation de la capacité 
thermique avec la température : 


S(J). = S(7i)tC;ln 


£ 

Jo'J 


4.3. Cas d'un thermostat 

Définition : Un thermostat est un système n’échangeant avec l’extérieur de 
l'énergie que sous forme de transfert thermique sans que sa température ne 
varie. Il s’agit bien sûr du cas idéal d’un système de capacité thermique infinie : 

C n = <*>;. En notant T Th la température du thermostat, on a alors dS Th = — — , 


soit avec A U Th = Q rh : 


_Qr 


■In 


Tn 


est inutile ici de préciser si le transfert 


thermique s’est effectué de façon réversible ou non puisque le transfert 
thermique reçu par le thermostat s’identifie à la variation d’énergie interne du 
thermostat. 

4.4. Système échangeant de la chaleur avec plusieurs thermostats 

L’entropie d’échange S e>i reçue par un système (S) échangeant un transfert 

thermique avec un thermostat de température T f est S C(i = • Si le 

*t i 

système échange de l’énergie avec plusieurs thermostats à des températures 
différentes, l’entropie d’échange totale reçue est S e = • La 

i i ’i 

variation d’entropie du système (I) satisfait alors à l'inégalité AS = S p -f S e > S e . 


Inégalité de Carnot-Clausius : 


i 'i 


Cas particulier d’un cycle de transformations : A S^ e = 0 , soit 


£| so 


MACHINES THERMIQUES 


I. Bilan énergétique. Les différents diagrammes 
l.l. Rappels du premier principe 

Système fermé : pas d’échange de matière entre le système et l’extérieur. 

Le premier principe de la thermodynamique s’écrit A(£ m + U) = W + Q . Dans la 
plupart des cas, la variation de l’énergie mécanique E m est négligeable et le bilan 
énergétique du système fermé se ramène à AU = W + Q . 

Système ouvert : on ramène l’étude à celle d’un système fermé. 

Bilan énergétique d’un système en écoulement en régime 

permanent : dm[h + e pot + e cr „] * = 5W; + ÔQ = dm(w, + q) . 


+ + P Tk 


Le bilan équivalent en puissance s’écrit 

dm SW. ÔQ 

D m = — représente le débit massique, P. = — ^ et = — res P ect ' vement 

la puissance indiquée et la puissance thermique reçue par le fluide. 


1.2. Diagramme de Watt. Travail de transvasement 

Diagramme de Watt : diagramme représentant l'évolution de la pression P 

mal H « TT ^ VO ' Ume " de la ™<hine. Si on raisonne sur l'unité de 
masse du fluide, les diagrammes de Wztt riû r . 

cas d'un système fermé ^ C,apeyr ° n 56 Confondenc d ^s le 

d e r °ia ri 'ÎÏV d U ,: a ! eUr 3bS ? Ue dU traV3il re?U de faÇ ° n réversible le système 
de la part des forces de pression est égal à l'aire a intérieure à la 

représentation de I évolution dans le diagramme de Watt. 



^” y<de Compression A — » B. 


Pour une évolution dans le sens direct : \w% : .CZ^ 

Pour une évolution dans le sens indirect : 

Considérons une masse m de gaz que l'on passer d - un réservojr de 

pression P { a un réservoir de pression P 2 . 

Le processus comprend les phases : 

- d’ admission, le volume du réservoir évoluant de 0 à V;. 
de compression, le volume du réservoir évoluant de à V r 
de refoulement, le volume du réservoir évoluant de V 2 à 0. 


P 



Travail de transvasement: il correspond au travail à fournir par un 
compresseur pour faire évoluer le gaz d’un état © (P>,V[) à un état © (P V ) 

phases d'admission et d'échappement incluses. Le travail de transvasement est 
égal a I aire du cycle dans le diagramme de Watt. 
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2. Les moteurs thermiques 

2.1 . Inégalité de Clausius-Carnot Énoncés de Kelvin et de Carnot 
Notion de source : système pouvant céder de l’énergie par échange d’une 
grandeur extensive, la grandeur intensive conjuguée restant constante. 

Source d’énergie thermique : échange d’entropie, la température de la 
source restant constante. On parle également de source de chaleur ou de 
thermostat. Un système (Z) échange de l’énergie thermique avec plusieurs 
thermostats. Soit Q ( . l’énergie thermique reçue par le système (I) de la part du 
thermostat n°(i) de température 7] . D’après le second principe, on a 

ASçyde = yi ~ + Sp = 0 en notant S p l’entropie produite à 

i i 

irréversibilités sur un cycle de transformations. 

Inégalité de Clausius : ; 


à cause des 


Enoncé de Kelvin : un système en contact avec une seule source de chaleur et 
décrivant un cycle de transformations ne peut fournir de travail. 

Enoncé de Carnot : un système décrivant un cycle de transformations ne peut 
fournir du travail que s’il échange de l’énergie thermique avec au moins deux 
sources de chaleur à des températures différentes. 

2.2. Cycles dithermes 
Rendement d’un moteur 

On considère un système (Z) recevant le 
travail W et les énergies thermiques Q F et 
Q c respectivement de la part de la source 
froide de température T F et de la source 
chaude de température T c . 


Qc 


© 


• w 


c 


a Qf 




w . W 

Efficacité mécanique d’un moteur : = — — = 

Qc Qc 

L’efficacité mécanique est le rapport du travail cédé sur l’énergie thermique 
reçue de la part de la source chaude par le système sur un cycle de 
transformations. L’efficacité mécanique est également appelée rendement car 
elle est toujours inférieure à I. Par application du premier principe 

cycle = Qf + Qc + W = 0, et de l’inégalité de Clausius-Carnot — + — < 0, on 


en déduit rj = I + — < I - — 

Qc r c 


Tr Tc 

. L’égalité correspondant au rendement maximal est 


obtenue dans le cas d’un cycle décrit de façon réversible. 

Théorème de Carnot 

Toutes les machines thermiques fonctionnant de façon réversible en échangeant 
de l’énergie thermique avec deux sources de température T F et T c données ont 



i (ici inuujriidiiii^ue 


le même rendement : 



Les machines thermiques fonctionnant de 


façon irréversible entre ces deux sources ont un rendement inférieur à celui des 
machines fonctionnant de façon réversible. 

Cycle de Carnot 

Le cycle de Carnot est le cycle que doit décrire une machine ditherme pour que 
les évolutions soient réversibles. Son rendement est donc égal au rendement 


maximal r\ -I — -f*. Il est composé de deux isothermes réversibles et de deux 
‘c 

adiabatiques réversibles. 


Réfrigérateurs et pompes à chaleur 

Les réfrigérateurs et pompes à chaleur dithermes prélèvent de l’énergie 
thermique Q F à la source froide et cèdent de l’énergie thermique Q c à la 
source chaude, moyennant un travail reçu W . 

Réfrigérateur : le but est de prélever de l’énergie thermique à la source froide 



que l’on veut refroidir dont l’efficacité frigorifique vaut 


Pompe à chaleur : le but est de fournir de l’énergie thermique à la source 
chaude dont l’efficacité thermique vaut : 


e r =-^<-JL_ 

WTç-7) 


Les égalités sont obtenues lorsque la transformation est réversible. 


CHANGEMENT D’ÉTAT D’UN CORPS PUR 


I . Définitions. Les différents diagrammes 

/./. Définitions 

Le sens commun définit trois états physiques de la matière : solide, liquide et 
gaz. Bien qu’il en existe beaucoup d’autres (état plasma, différentes phases des 
cristaux liquides,...), nous nous limiterons à celles-ci. Une phase est caractérisée 
par ses propriétés physiques (masse volumique, indice de réfraction...) qui 
varient continûment. 


• Corps pur: système constitué d’un seul type de molécules (mono ou 
polyatomiques). 


• Le passage d’une phase à 
l’autre est appelé 

changement d’état ou 
transition de phase, selon la 
terminologie rassemblée dans 
le schéma ci-contre. 



• On appelle « vapeur » un gaz qui se présente sous forme liquide ou solide dans 
les conditions ordinaires (293K, I bar). 

• L’état fluide recouvre l’état liquide et l’état gazeux. 


• Variance : la variance v d’un système est le nombre nécessaire et suffisant 
de paramètres intensifs à fixer pour que tous les paramètres intensifs du 


système soient définis. Pour un corps pur sous (p phases, on a x/ = 3-(p 


Variance 

v=0 

v-\ 

(N 

II 

Système 

zérovariant 

monovariant 

divariant 


• Titre massique : un corps pur de masse m est en équilibre sous deux 
phases (I) et (2). La masse totale m est la somme des masses m, et m 2 de 
chacune des phases : m = m, + m 2 . Par définition, le titre massique de la phase (i) 


est 




x, =- 


} i e [1, 2] , avec 


x, + x 2 = 


. Pour un équilibre liquide <=i gaz, on 


définira alors le titre massique en gaz 


m ç 


m, 

v=— 

\ et en liquide 

*/= — 

* m 


m 


1.2. Les différents diagrammes 
Surface caractéristique dans l'espace (P,V,T) 

Une description d’ensemble peut être obtenue en construisant la surface 
caractéristique du corps pur. La projection de la surface caractéristique dans le 
plan (P, T) donne ce que l’on appelle le diagramme (P, T ) , et sa projection dans 
le plan (P,V) fait apparaître le réseau d ? isothermes d’Andrews. 



Diagramme (P, T) 

Est visualisé dans le plan (P,T) 
l’ensemble des points d’équilibre d’un 
corps pur, sous une, deux ou trois 
phases. 

• Dans ce diagramme apparaît le point 
où il y a équilibre simultanément entre 
les trois phases solide, liquide et 
gazeuse. Ce point est appelé point 
triple. 



Thermodynamique 


Equilibre 

solide <=2 gaz 

solide liquide 

liquide *=> gaz 

Courbe de : 

Sublimation 

Fusion 

Vaporisation 


• Sur chacune de ces courbes d’équilibre le système est monovariant : la 
pression d’équilibre ne dépend que de la température : ! lp = P(T)|!. 

• La pression liquide «=2 gaz est appelée pression de vapeur saturante et 
I- Elle est une fonction croissante de la température. 

• Au point triple, le système est zérovariant. Température et pression au point 
triple sont entièrement déterminées et dépendent du corps pur considéré. Tous 
les corps purs ont un point triple excepté l’hélium. 

• la pente de la courbe de sublimation est toujours positive. Au point triple, elle 
est comprise entre celle de la courbe de vaporisation et celle de la courbe de 
fusion. 

• la pente de la courbe de fusion est positive sauf pour l’eau, le bismuth (Bi) et le 
tellure (Te) où elle est négative. 

Diagramme de Clapeyron et isothermes d'Andrews 

Pour une température T fixée, les 
variations de la pression P sont 
représentées en fonction du 
volume massique v = V / m 
(coordonnées dites de 
Clapeyron). 


Est représenté dans ce 
diagramme le réseau des 
isothermes d’Andrews. 


Points particuliers le long d’une isotherme : 

• Le point d’ébullition E est le point ou apparaît la première bulle de gaz pour 
une évolution dans le sens des v croissants, le point ou disparaît la dernière bulle 
de gaz pour une évolution dans le sens des v décroissants. 

• Le point de rosée R est le point où disparaît la dernière goutte de liquide 
pour une évolution dans le sens des v croissants, le point où apparaît la 
première goutte de liquide pour une évolution dans le sens des v décroissants. 

• Le palier ER est le palier de vaporisation ou de liquéfaction. 

• L’ensemble des points E constitue la courbe d’ébullition, l’ensemble des 
points R la courbe de rosée. La réunion des courbes de rosée et d’ébullition 
forme la courbe de saturation. 

• La courbe de saturation se termine en un point C appelé point critique. Il n’y 
a plus de distinction possible entre phase liquide et phase gazeuse au-delà du 
point critique : on parie d’état fluide. 

Propriété : I isotherme critique présente au point critique une tangente 


P 



est notée R- 


mm 


mm 




Thermodynamique 


m 


=o. 


fdP) . f d 2 P 

horizontale et un point d’inflexion : J - 0 et 

Théorème des moments : Le point M, représentatif de l’état du système sur 
le palier (ER) a pour abscisse le volume massique v tel 

que v = — = mcVG + ^ = x G v G + x L v L = x G v c + (I- x G ) v L . 
m m 

Les titres massique en gaz et en liquide sont donnés par les relations . 


2. Transferts énergétiques 

2.1 . Enthalpie et entropie de changement d'état 

Définition : on appelle enthalpie de transition de phase Ah,^ 2 de la phase 
I à la phase 2 le transfert thermique nécessaire pour réaliser de façon 
réversible, à température et pression constante, la transition de phase de I unité 
de masse du corps de la phase I à la phase 2. 

L’enthalpie de transition de phase est également appelée chaleur latente 


(massique) et notée C^ 2 . 



Transition 

soi-» gaz 

sol — » liq 

liq — > gaz 

Enthalpie de 

A<U= h G- h S 

Ah fus = h L - 


changement 

Enthalpie de 

Enthalpie de 

Enthalpie de 

d’état 

sublimation 

fusion 

vaporisation 

Chaleur latente 

Sublimation f s 

Fusion f F 

Vaporisation f v 

En notant q P l’énergie thermique reçue par l’unité de 

masse du corps pour 




L’entropie de changement d’état à la température T est donc : 



Elle est égale à la variation d’entropie massique entre les états 1 et 2. 

2.2. Enthalpie et entropie massique d'un système diphasé 

Soit un système en équilibre sous deux phases (I) et (2). En notant I enthalpie 

massique de la phase (i) et X; le titre massique correspondant, l’enthalpie 


massique h du système diphasé s'écrit : j 


Avec, h = x 1 h l + (l-x,)h 2 =h 2 -x 1 Ah 1 ^ 2 et h = (l-x 2 ft + x 2 h 2 = h, + x l ùh M , 
i nouant ç’pvnrimpr nar les relations : 
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De la même façon, on a en notant $. l'entropie massique de la phase (i) et T la 
température d’équilibre : 


S = X,S, + X 2 $ 2 


Xi .h-s =T hZl 

et 

X,- 5 " 5 ' =T S_S ' 



As,-* f|_* 


As M2 


A la température T, la pente de la courbe d’équilibre, dans le diagramme (P, T) 
6St liée à ' ’ enthal P ie de chan gement d’état A par la relation dite de 


Clapeyron : 


f dP \ , ; . . 

Ji^ TCÏ ^) ° U V| et V * Sont es vo ^ umes massiques. 


CaS Pa ^p Ulier de '’ eaU : pour la courbe de fusion - la relation de Clapeyron 

s ' écrit fêi soit puisque ^ (f l <o : ia 

pression d'équilibre est une fonction décroissante de la température. 

2.4. Etats métastables 

• Surfusion : on observe le corps à l’état liquide à une température inférieure à 
sa température de fusion. 

• Retard à la condensation : le corps est à l’état gazeux à une pression 
supérieure a sa pression de vapeur saturante. 

• Retard à la vaporisation : le corps est à l’état liquide à une température 
supérieure a sa température de vaporisation. 


TRANSFERTS THERMIQUES EN 
THERMODYNAMIQUE 


/. Les différents modes de transfert de l’énergie 

Ces transferts se font généralement selon trois modes distincts : 

• La conduction qui correspond à une diffusion microscopique par chocs des 
particules ayant le plus d’énergie cinétique moyenne avec celles qui en ont 

mnint 


La convection naturelle ou forcée qui correspond à un transport 
macroscopique de matière (mouvement d’air chaud ascendant). La 
convection est inexistante dans un solide contrairement à un fluide. 


Le rayonnement qui correspond à la propagation d’une onde 
électromagnétique qui peut avoir lieu dans le vide. 


2 . La notion de température locale 

Un échantillon mésoscopique est grand à l’échelle atomique (il comporte 
plusieurs millions d’atomes) et petit à l’échelle macroscopique. 

L’évolution d’un système se fait toujours en deux étapes : 

d , ans “ n P^ier temps un équilibre s’effectue à l’échelle mésoscopique; 
c est I équilibré local ; la température est uniforme sur chaque échantillon 
mesoscopique, 
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dans un second temps, ces (sous) systèmes interagissent entre eux 
(couplage) pour aboutir éventuellement à un équilibre global du système, 
c’est ce second temps que l’on étudie ici. 

3 . Vecteur densité de courant d’énergie 

Le vecteur densité volumique de courant d’énergie thermique représente la 
puissance thermique transportée, par unité de surface (exprimé en W • rrf 2 ) 
et tel que le courant élémentaire 8<t> qui traverse une surface élémentaire 8S 
vérifie 8<|) = J Th • 8S . 

La puissance thermique traversant une surface s’écrit donc : 

rnimM 

surface 


4 . Etude de la conduction et loi de Fourier 

Dans le cas de gradients thermiques modérés, en l’absence d’autres gradients 
locaux, le vecteur densité de courant thermique vérifie la loi de Fourier : 



Le signe « moins » traduit le sens du vecteur densité de courant d’énergie 
thermique des zones de températures élevées vers les zones de basses 
températures (en conformité avec le second principe qui stipule que l’énergie 
thermique passe spontanément du chaud vers le froid). 

Le coefficient X toujours positif est la conductivité thermique du milieu. Il 
s’exprime en Wm' l -K' 1 . Ce coefficient dépend des matériaux et de la 
température. Les solides sont meilleurs conducteurs de la chaleur que les 
liquides. 


5 . Equation dite de la « chaleur » 



x x +dx 

Bilan local d’enthalpie : 

(variation de l’enthalpie de la tranche d’épaisseur dx pendant dt ) = (enthalpie 
qui « entre » en x ) - (enthalpie qui « sort » en x +dx ) + (enthalpie « créée 
entre » x et x +dx ). 

Site Internet des ouvrages : www.toutelaphysique.fr 


— r ,u..„V)UC 


d(8H) = Sdxpc — - dt = 


an 

dtJ. 


variation d'enthalpie 
de la tranche par unité 
de temps 


[■/n,(*.t)S] > ~[jn,(x + dx,t)S] ^ +p(x.t)Sdx 


enthalpie "entrante" 
par unité de tps 


enthalpie "sortante" 
par unité de tps 


puissance créée 


dt 


avec p (x ,t ) , la puissance créée par unité de volume. 

ar 


pc 


dt 


+ 


'i-h 


En tenant compte de l'expression de la loi locale de Fourier dans l'équation de 
conservation à une dimension, il vient : équation de 



appelée pour des raisons historiques équation de la chaleur. 
5.2. Cas général 


Equation de bilan d’énergie : 


Equation de la chaleur : 
La grandeur 




lll^pc ! est appe,ee diffusivité thermique (exprimée en m J .s-' 


6. Transport conducto-convectif 

Lorsqu'un système est plongé dans un fluide (de l'air par exemple), des échanges 
hermiques apparaissent : il y a un transport d’énergie thermique entraxe 
système et le fluide. Ce transfert est modélisé par la loi de Newto^qui donne la 
densite ,drf.c„ u . de e. or,n, d’énergie de perte, ee .ee le .g, té™ « ï * 


g n “«7 d r d> ™ * 11 ^ d “ i?i,èTO « ■ "“*• » s'exprime 
, K . Le flux surfacique d’énergie qui en résulte se calmU 

intégration d ejéchonges sur toute la surface d’échange. ^ 

7. Régime permanent, régime quasi-permanent et modèles 
electrocinétiques 

7.1. Résistance thermique 

En régime permanent, il est possible de développer une analogie entre la 

St“:r:. K '* “ nd “ ette " 


Thermodynamique 


Electrocinétique 

Thermoconduction 

j = -ygradV 

Jn - -kgrâdT 

Conductivité électrique y 

Conductivité thermique X 

Potentiel électrique V 

Température T 

Courant électrique / = JJ j • 6S 
(S) 

Flux thermique <I> = JJj rh • 8S 

(S) 

En se basant sur l’analogie électrique, on peut définir la résistance thermique : 

V -V 

Résistance électrique R e/ = — - 

Résistance thermique j 


En régime permanent, le flux du courant thermique se conserve pour un 
problème unidirectionnel. L’unité de la résistance thermique est : W - K” 1 . 
Résistances thermiques usuelles : 





7.2. Association série 

Le flux thermique traverse successivement les deux résistances. La résistance 


thermique R th de l'ensemble est la somme des deux résistances : 


A, A 2 



Thermodynamique 


7.3. Association parallèle 

La conductance thermique est 
l’inverse de la résistance thermique. 

En parallèle, la conductance 


équivalente est 




soit 


p _ 

A th ~ D , n 





8 . Transfert par rayonnement 

8.1. Le corps noir 

C est un corps capable d’absorber tout rayonnement incident quel que 

soit sa fréquence, placé dans une enceinte avec laquelle il est en équilibre 
thermique. 

8.2. Loi de Planck 

Relation de Planck du rayonnement pour un corps noir, 


-• O /rr 

L% • 3 : T; ; r » i c '.■I-'lL V . 

' 07C 

m (TV— 


•V\' / - 

f hv ) , 

''Sy'-j. f 

rtfh 


où c est la célérité de la lumière, k B la constante de Boltzmann, h la constante 
de Planck. 

u v (T) est l’énergie émise par 
unité de volume et de 
fréquence à la température 
T . 

On peut aussi utiliser la 
densité volumique spectrale 
d’énergie en fonction de la 


Pour obtenir la densité volumique d'énergie u(T) émise sur tout le spectre 
électromagnétique, il suffit d’intégrer u k (T) sur toutes les longueurs d'ondes. 




P = aP 
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8.3. Loi de W ien(l880) 

Elle traduit la relation entre le maximum de la courbe u k (T) et la température, 

- 2898 .um -K 

j r -". --— . vv - .. . U 

8.4. Loi de Kirchhoff 

Aucun corps ne peut émettre à une température T plus de rayonnement en 
termes énergétiques que le corps noir à la même température. 

8.5. Loi de Stefan - Boltzmann (187 9) 

Un corps noir rayonne la densité volumique d’énergie (sur tout le spectre) 

u(T) = aV . 

On montre que cela revient à considérer que ce corps noir émet l’énergie au 

niveau de sa surface avec la puissance surfacique P = . 

Ainsi, la puissance émise par unité de surface par un corps noir de température 
T vérifie la loi : 

P-gT^ I 

où G est la constante de Stefan et vaut sensiblement 
G = 5, 67 ■ 1 0~ 8 W • rrf 2 • . 



■ 
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ATOMES ET MOLÉCULES 

/. Quantification de l’énergie dans l’atome d’hydrogène 

• Les niveaux d ’éne^i e électroniq ues sont quantifiés (n est un entier 


strictement positif) : 


3,6.1; 

ilSptp! e,ectr on-volt (eV) 


I électron-volt correspond à 


L’energie d’un photon de fréquence v (longueur d’onde X) est : 


. [IV'w 


h est la constante de Planck et c la vitesse de la lumière. 

2. Structure électronique de l’atome 

Quatre nombres quantiques décrivent l’état électronique : 

• n : nombre quantique principal, entier non nul. 

£ : nombre q«ar»tique secondaire, entier tel que 
m : nombre quantique magnétique, entier relatif tel que 

* *"• u «— « "****• * « , u , 

'TrS v S I Pr\i i r- I I i i 


rs<n^gs| j. Pour l’électron, s = 1/2 et m s =±|/2. 


3. Les orbitales 

Une orbitale atomique correspond à la donnée d’un triplet (n, Am) . 


i 

I 


s m 

0 
0 

{-I ; 0 ; 1} 

0 

{-I ; 0 ; 1} 

{-2 ;-l ; 0 ; I ; 2} 

0 

{-I ; 0 ; 1} 

{-2 ;-l ; 0 ; I ; 2} 

{-3 ;-2 ;-l ; 0 ; I ; 2 ; 3} 


Norn? etrîon 
I s ( I orbitale) 
2s (I orbitale) 
2 p (3 orbitales) 
3s (I orbitale) 
3p> (3 orbitales) 
3 d (5 orbitales) 
4s (I orbitale) 
4f> (3 orbitales) 
4d (5 orbitales) 
4 f (7 orbitales) 
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4. Règles de remplissage des orbitales 

• Règle de Pauli: sur une orbitale atomique, on ne peut placer que deux 
électrons avec des spins antiparallèles. 

• Règle de Klechkowski : l'ordre de remplissage des orbitales est le suivant : 



• Règle de Hund : pour des orbitales atomiques de même niveau d’énergie, les 
électrons en occupent le maximum avec des spins parallèles. 

• Electrons de valence : les électrons appartenant aux orbitales de plus grand 
nombre quantique principal et/ou aux orbitales en cours de remplissage. 


5. La classification périodique 

Tableau périodique des éléments sur la prochaine page. 

Familles chimiques : 

• Alcalins : éléments de la colonne I (H, Li, Na, K, Rb, Cs, Fr) 

• Alcalino-terreux : éléments de la colonne II (Be, Mg.Ca, Sr, Ba) 

• Chalcogènes : éléments de la colonne VI (O, S, Se) 

• Halogènes : éléments de la colonne VII (F, Cl, Br, I, At) 

• Gaz rares ou nobles : éléments de la colonne VIII (He, Ne, Ar, K r) 

6. Formules de Lewis des molécules 

• Une liaison covalente est la mise en commun par deux atomes d’électrons de 
valence. 

• Règle de l'octet : dans un édifice polyatomique, un atome tend à s’entourer de 
8 électrons par création de liaisons covalentes. Cette règle est transgressée 
pour des éléments situés après le phosphore et avant le carbone) 

• Méthode pour écrire une formule de Lewis : 

1- Faire le décompte des électrons de valence pour chaque atome. Soit N ce 
nombre total. 

2- Si N est pair, il y aura N/2 liaisons covalentes, sinon il y aura 
(N- 1)12 liaisons covalentes et un électron célibataire. 

3- Placer les atomes autour de l’atome central. 

4- Envisager des liaisons simples 

5- Avec les électrons restants, envisager des doublets non-liants pour que 
chaque atome respecte 1’octet. 

6- Envisager des liaisons multiples le cas échéant. 

7- Attribuer les charges formelles à chaque atome. 
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7. Géométrie des édifices polyatomiques - VSEPR 

Un édifice est représenté par la formule générique AX m E n où A est l’atome 
central, m le nombre d’atomes X entourant l’atome central et n le nombre de 
doublets non liants situés sur l’atome central. 


m + n! 

Valeur de m 

Géométrie 

Représentation 

2 

2 

Linéaire 

° 

3 

3 

Triangulaire, plane 

J 


3 

2 

Coudée 



A 

4 

Tétraédrique 



A 

3 

Pyramide à base triangulaire 



A 

2 

Coudée 


5 

5 

Bipyramide à base triangulaire 



6 

6 

Octaédrique 

vv A 



CINÉTIQUE CHIMIQUE 

/. Système fermé en réaction chimique 

1.1. Coefficients stoechiométriques algébriques 
Equation bilan : v.A, + v 2 A 2 +... = vft+v^ +... notée . 

Coefficients stœchiométriques : v, positifs pour les procès if négatifs 
pour les reactifs. 6 

1.2. Avancement d'une réaction 
Avancement de la réaction : Çtel que 


WÉÉM 


où dm est la variation (en mol) de la quantité de l’espèce A, 
Quantité de constituant A-, : n l0 est la quantité initiale de A, 






2. Vitesses en cinétique chimique 

2.1. Vitesses de formation et de disparition 

Vitesse de formation r p de A t : 
où V est le volume du réacteur. 

Vitesse de disparition r di de A. : 

2 . 2 . Vitesse de réaction 
Vitesse de réaction r : 




= -IiÜ 

v dt ëmtim ikmBmmj*. 


wmmm 

3. Facteurs influençant la vitesse d'une réaction 

3.1. Influence des concentrations 

Loi de vitesse : 



où k est la constante de vitesse et les oc, les ordres partiels. 

Ordre global de la réaction : SP 


3.2. Influence de la température 
Loi d’Arrhénius : E A est l’énergie d’activation : 


L_nimie 


4 . Résultats de cinétique formelle 

Soit la réaction A = B d’ordre p par rapport à A. Soit k la constante de vitesse. 
La concentration initiale de A est notée A 0 . 

On a alors les résultats suivants : 

0rd **e Loi cinétique Temps de Vi 

réaction 


[A3(t)=A-*t 

i 

1,2 2k ■' 



i 




2 

*4 




5 . Mécanismes réactionnels 

5.1 . Processus élémentaire 

• C est une réaction dont l’équation-bilan traduit ce qu’il se passe au niveau 
microscopique. 

• Molécularité : nombre d’espèces réactives intervenant dans le processus 
élémentaire (en général I, 2 voire 3). 

5 . 2 . Intermédiaires réactionnels 

Ce sont les réactifs ou produits à brève durée de vie apparaissant dans le 
mécanisme mais non dans l’équation-bilan globale. 

5 . 3 . Approximation de l’état quasi stationnaire (A.E.Q.S.) ou 
principe de Bodenstein . 

Pour l’intermédiaire réactionnel / très réactif, on peut considérer qu’il disparaît 

dès qu’il s’est formé , donc que sa concentration reste constante: ! 

1 

5 . 4 . Différents types de mécanismes 

• Mécanisme en séquence ouverte (réaction par stades) : les 
intermédiaires réactionnels sont consommés au cours d’une autre étape et il n’y 
a pas régénération des intermédiaires. 

• Mécanisme en séquence fermée (réaction en chaîne) : des 
intermédiaires sont régénérés, certains processus peuvent alors se répéter un 
grand nombre de fois. 
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THERMODYNAMIQUE DES SYSTEMES 
CHIMIQUES 


/. Enthalpie libre 

La fonction d’état extensive G, appelée enthalpie libre, est définie par : 

Pour un système fermé, sans variation de composition (pas de réaction physico- 
chimique) et soumis uniquement à des forces pressantes, la variation 
élémentaire d’enthalpie libre est donnée par : 

dG;=j:S^;ty^ 

Dans ce cas, I enthalpie libre ne dépend que des variables intensives p et T. 

L’entropie et le volume d'un tel système peuvent alors s’exprimer en fonction 
d’une dérivée partielle de l’enthalpie libre selon : 


S 




Relation de Gibbs-Helmholtz 

A partir de la définition de la fonction enthalpie libre, G = H-TS 
l’expression S = -f^pj , il résulte que H = G~t(— ) , d’où : 


et de 


Cette relation est connue sous le nom de relation de Gibbs-Helmholtz. 


2 . Potentiel chimique 

2./. Définition 

On considère désormais un système fermé de composition variable 
comportant p constituants. La quantité de matière d’un constituant i est notée 

n -, . L’enthalpie libre du système dépend cette fois des variables T,p,n,,n 2 n 

Son expression différentielle est la suivante : 


dG = -SdT + Vdp + 


ôG'j 

3n,J 


dn, + 


TMo 


3G 

i drî-% j 


dn 2 + ... 


Le potentiel chimique d’un constituant / est défini par : 



L expression différentielle de l'enthalpie libre est la suivante : 
dG = VdP-SdT + '£ j (n i dn i ) 
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On montre, à partir des propriétés d’extensivité de G, que l’expression de 
l’enthalpie libre en fonction du potentiel chimique, est la suivante : 




2.2. Évolution du potentiel chimique en fonction de p et T 
Variation avec la température 

Dérivons l’expression du potentiel chimique par rapport à la température T : 


dTj, 


/>•"<(!*/) 


dT 


dG 

dn. 


_±fdG) = JL(_S) = -S 


Le terme S jm représente l'entropie molaire partielle du constituant / au sein du 
mélange. 

Variation avec la pression 

Dérivons l’expression du potentiel chimique par rapport à la pression p : 

SjO = JL(V) =V 

Up Jr„ 3". 


La variation du potentiel chimique avec la pression est importante pour les gaz 
et généralement négligeable pour les phases condensées car 

K. m (S az ) » V ,»( lic h so1 ) • 

L’expression différentielle du potentiel chimique est alors la suivante : 

^i^.~S l .m <J T+Xj7. d P ; 

Pour un corps pur (exposant *) en phase condensée, cette expression s écrit 
simplement sous la forme : 

dp' =-S'dT + V‘dp 


2.3. Expression du potentiel chimique 

2.4. Potentiel chimique d’un gaz parfait pur 


Pour un gaz parfait pur, 


dp 


=v = 


RT 


Par intégration entre la 


'T, ntt, 


pression standard de référence p et une pression quelconque p, à température 
constante T, il est possible d’établir l’expression du potentiel chimique d’un gaz 
parfait pur (exposant *) selon : 



où p° est la pression standard de référence p - 1 bar (exactement) et 


|i(T,/) 0 ) = |i° (T) le potentiel chimique standard du gaz à la température T. 
Remarque : Toutes les grandeurs évaluées sous la pression standard 
p ° = I bar sont appelées grandeurs standard. 



2.5. Cos d'un mélange idéal 

Dans un mélange idéal de gaz parfaits, le potentiel chimique du gaz / dans le 


mélange vaut : W (T.p,) = m‘(T) + rt | n 


OÙ Jj.j° est le potentiel chimique 


standard du gaz i et p, sa pression partielle (correspondant à la pression du 
gaz s il était seul dans le volume total offert au mélange). 

2.6. Solution idéale 

Le potentiel chimique des constituants d’une solution idéale est donné par : 


ou x, représente la fraction molaire du composé / dans le mélange idéal. 
Rappelons que la fraction molaire d’un corps représente le rapport entre la 
quantité de matière de ce corps et l a qua ntité de matière totale du mélange : 




2.7. Solutions diluées 

Dans un mélange liquide de deux composés A et B où A est le solvant et B le 
soluté, le nombre de moles du composé A étant très grand devant celui de B le 
potentiel chimique du composé B s’écrit : 


^=H e ,ér(n + RTIn 


(?) 


La grandeur |i 8rif représente le potentiel chimique du composé B dans un état 
de référence et c" une concentration de référence prise généralement à 
I mol/L. Dans le cas général on admet que p 8réf (T) = (T), d’où : 



2.6. Solutions quelconques 

Pour une solution quelconque, le potentiel chimique d’un des constituants est 
donne par la relation suivante : 


Cette relation constitue aussi la relation de définition de l’activité d’un 
corps dans une solution. Le rapport y. =Sl est appe |é coeffident d - activité du 

composé ». Pour un mélange idéal, y, =1, l’activité du constituant i est égale à sa 
fraction molaire a f = . 

L’activité du solvant vaut I 
2.9. Cas de phases solides 

Dans le cadre du programme qui exclut les solutions solides, on admet que : 

L’activité d’un solide vaut 1 
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3 . Grandeurs standard 

3. 1, Grandeurs standard relatives à un constituant 
Etats standard 


• L’état standard d’un constituant gazeux (pur ou dans un mélange), à la 
température 7, est l’état (hypothétique) de ce constituant gazeux pur, à 
la température T sous la pression standard p° = I bar se comportant 
comme un gaz parfait. 

• L’état standard d’un constituant (pur ou dans un mélange), à la 
température T, est l’état (hypothétique) de ce constituant pur dans l’état 
physique du mélange, à la température 7 sous la pression standard 
p° = I bar . 

• L’état standard d’un soluté en solution, à la température 7, est l’état 
(hypothétique) de ce constituant à la concentration molaire c = I mol/L , 

à la température 7 sous la pression standard p° = I bar et ayant le 
même comportement qu’en solution infiniment diluée (idéale). 

Grandeurs molaires standard 

Une grandeur molaire standard est définie, pour chaque constituant i d’un 
mélange, pris dans leur état standard : 


l’enthalpie molaire standard H° m (T) = 


r dH" 
l dn. 


en J -mol" 1 , avec 


'T An 


H CO ~ (0 enthalpie standard du mélange. 


l’entropie molaire standard S ( ° m (7) = 


dS°) , . . 

, en J • mol • K , avec 

l on, J 


5 ( T ) = Yj n i S i.m( T ) entropie standard du mélange. 


le potentiel chimique standard p“(7)= — . 

^ ôn ' 

avec G (7) = G i m (T) enthalpie libre standard. 


= en j*mor\ 


• la capacité thermique molaire standard à pression constante 
dH° im 

c P ,, m en J -mol' 1 - K" 1 . 

Grandeurs standard de réaction 


Considérons une réaction chimique dont l’équation bilan s’écrit : =0 où 

i 

V, représentent un coefficient stoechiométrique algébrique de l’équation et B 
le symbole chimique d’un composé participant à cette réaction. 
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L avancement de la réaction est noté Ç. La quantité de matière du constituant i 
vaut /!,(£,) = n ; (0) + v f £ , donc - n -'^ = V/ . 


; , v Yât/’ Y 


y y;., v y. 

A f U(T)= gy 

■ VdÇ J T 

J 

= ÿ V, L/° m (T) 


L énergie interne standard de réaction s’exprime en joules par mole 
d’avancement. 

L’énergie interne standard du système est définie par : U° (T) = £n f (Ç) U° im (T) 

ou n f (Ç) représente le nombre de mole de chaque constituant i. 

L’enthalpie de réaction d’une réaction chimique est définie par : 


'VH (T) -- 

fMV 


v A 


a,h g=S^t(r) 


L enthalpie standard de réaction s’exprime en joules par mole d’avancement. 
L’enthalpie standard du système est définie par : H°(7\Ç) = ^n,(Ç) H" (T). 

De même l’entropie standard d’une réaction est définie par : 








L entropie standard de réaction s’exprime en joules par mole d’avancement. 
L’entropie standard du système est définie par : S” (7,Ç) = ]Tn j (Ç) S” m (7) 
L’enthalpie libre standard d’une réaction chimique est définie par : 


iVG< (T H 

• J T 




L’enthalpie libre standard de réaction s’exprime en joules par mole 
d’avancement. L’enthalpie libre standard du système est définie par : 

G' (U) = !",(!;) G,; (T) 


Remarquons que : 

A,G“(r) = A r H’(T)yTA,S-(J) 

i’ 

[Les grandeurs s 

itandard de. réactipn ne dépende 

int que de la température |; 


t.inc en Luuiyte >ianaara ez energie interne standard de réaction 

On montre, que dans un large domaine de température, la relation suivante est 
vérifiée : 


A r H'-A;ù”>Tyv,,j\r 
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Où ]Tv ;ga2 représente la variation du nombre de moles de gaz supposé parfait 

i 

dans l’équation chimique considérée. 

Grandeurs standard de formation 

La réaction standard de formation d’une espèce chimique, à la température 
T, est la réaction au cours de laquelle une mole de cette espèce est formée, 
dans son état standard de référence, à partir des corps purs simples (pris 
dans leur état standard de référence) qui la constitue. 

La variation d’enthalpie (ou d’entropie) correspondant à cette réaction 
particulière porte le nom d’enthalpie (respectivement entropie) de formation 
de l’espèce chimique considérée, on la note A f H° (T) (respectivement 

V(T)). 


Par convention, l’enthalpie molaire standard de formation d’un corps pur 
simple, pris dans son état standard de référence, est nulle. 

Conséquence 

L’enthalpie standard (et l’entropie standard) de toute réaction chimique est 
égale à la combinaison linéaire des enthalpies standard de formation 
(respectivement des entropies standard de formation) de chaque composé 
affecté de son coefficient stoechiométrique algébrique. 




A f H° (t) = y v, a;h; (T) 

V y : A. r \ / 



Cette loi est connue sous le nom de loi de Hess. 


Comme pour l’enthalpie standard de formation, l’enthalpie libre standard de 
formation d’une espèce correspond à l’enthalpie libre standard de la réaction de 
formation de l’espèce considérée. On la note A f G (T). 


3.2. Grandeurs de réaction 

A la température T et sous la pression p, l’enthalpie du système est définie par : 
H = '^n i (E,) Hj m (T,p) où n,(^) représente la quantité de matière de 

i 

chaque constituant i en fonction de l’avancement de la réaction. 

A la température T et sous la pression p, l’enthalpie de réaction d’une réaction 
chimique est définie par : 



L’enthalpie de réaction s’exprime en joules par mole d’avancement. 
L’enthalpie de réaction est indépendante de l’avancement Ç . 
L’enthalpie du système est une fonction affine de l’avancement : 

H(T,p,^ = A r H(T,p)^ + H(T,p,^0) 





III I lie 


0 

\ 



A la température T et sous la pression p, l'entropie de la réaction est définie 
par : 


L entropie standard de réaction s’exprime en joules par kelvin par mole 
d avancement. y 

L’entropie standard du système est définie par : S(7\p,Ç) = £„,(£) S im (T,p.ty 

A la température T et sous la pression p, l’enthalpie libre de la réaction chimique 
est definie par : ^ 




L’enthalpie libre de réaction s’exprime en joules par mole d’avancement. 
L’enthalpie libre du système est définie par : G(T,p,Ç) = £„ ; (Ç) c, m (T,p,%) 



L'entropie de réaction et l’enthalpie libre de réaction dépendent de 
I avancement de la reaction. 


3.3. Influence de la température 

Variation des grandeurs standard de réaction avec la 
Cas de renthalpie 


température 


Il est possible de déterminer l’enthalpie standard de réaction à n’importe quelle 
température par : y H 



i 


Cas de l'entropie 

De meme, il est possible de calculer l’entropie standard de réaction à n’importe 
quelle température par : H 



Ces lois sont connues sous le nom de lois de Kirchhoff. 


4 . Affinité chimique ; évolution et équilibre chimique 


4. 1. Affinité chimique 
Définition 

L'affinité chimique est définie par 




L’affinité chimique standard est définie par : 



L’affinité chimique s’exprime, comme Fenthalpie libre standard de réaction, 
J • mol" 1 (mole d’avancement). 


en 


4.2. Critère thermodynamique d'évolution spontanée 

A partir de I expression différentielle de Fenthalpie libre dC , du premier et du 
second principe, on montre que : À r G d % = -T8S p où 8S p représente l’entropie 

produite au cours de l’avancement élémentaire dÇ de la réaction. Cette relation 
se traduit par : 

-A r Gd^ = Ad^ = TÔS p 

Evolution spontanée : 

Un système évolue, conformément au second principe de la 
thermodynamique, de sorte que la création d’entropie est positive : 

MS 

• si A > 0 alors d^>0 l'évolution est telle qu’elle favorise la formation 
des produits et la consommation des réactifs. 

• si A < 0 alors dÇ < 0 l'évolution est telle qu’elle favorise la disparition 
des produits et la production des réactifs. 

Condition d’équilibre 

Si le système est en équilibre alors 8S p = 0 . 

La condition d’équilibre chimique se traduit par : 


L. HT?* 

Wmô 

i ipi 


i M 


L’enthalpie libre est minimale, l’affinité chimique est nulle. 
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Ces résultats sont regroupés sur le graphe suivant : 



5. Expression de l’affinité chimique , de l’enthalpie libre de 
réaction et de la constante d’équilibre 
5.1. Constante d'équilibre standard 

A température et pression constantes, la constante d’équilibre standard d’une 
réaction chimique est définie par : 


BBËSÊÊÊËÊtt. 


Pour une réaction donnée cette constante ne dépend que de la 
température : K° (T) = exp^ A ^ j = exp 

5.2. Expression de l’enthalpie libre de réaction et de l’affinité 

A partir de l’expression du potentiel chimique = p° (T) + RT In (a,) et de celle 

de l’enthalpie libre de réaction A, G = |i, , on établit la relation suivante : 

/ 

A r G = Z v i + rt Tj ln °i' = A , G ” + RT In n a i‘ ~ A , G ” + RT In Q 
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avec Q = appelé quotient de réaction. 

i 

En tenant compte de la définition de la constante d’équilibre, l’affinité chimique 
et l’enthalpie libre de réaction s'écrivent : 


-A r G (T. pX) =' A (T 

,p^)=.A-(T)-RTIn(Q) = RTIn 

l Q J 



L’affinité chimique est la somme d'un terme ne dépendant que de la température 
(ici A 0 ) et d'un terme faisant intervenir le quotient de réaction ( RT In (Q)) qui 
évolue en fonction de l’avancement. 

5.3. Equilibre, relation de Guldberg et Waage 
La condition d’équilibre pour une réaction chimique se traduit par : 



Cette relation se traduit par : 


Ceci est la loi d'action des masses ou relation de Guldberg et Waage. 
5.4. Relation de Van’t Hoff 

La relation de Gibbs-Helmholtz appliquée aux équilibre chimiques, s’écrit : 


A 


r 


A ,G 


Elle conduit à la relation suivante : 


l!lg||gg 


dT RT 2 


Cette relation est connue sous le nom de relation de Van't Hoff. 

5.5. Lois de déplacement des équilibres 
Notion de variance 


La variance v d'un système est le nombre nécessaire et suffisant de paramètres 
intensifs (concentrations, pressions partielles, température,...) permettant de 
déterminer l’état du système sans en changer la nature. Il est possible de calculer 
cette variance par : v = c + 2 - cp, où : 

• c représente le nombre de constituants indépendants, c'est-à-dire le 
nombre n de constituants chimiques du système diminué du nombre r 
de relations linéairement indépendantes reliant ces composés : 
c =n -r . 


• Le nombre 2 « représente » la température et la pression. 

• Le terme (p « représente » le nombre de phases. 

Déplacement et rupture d’équilibre 

S’il y a un seul paramètre intensif indépendant (équilibre univariant v = l), la 
modification d’un paramètre entraîne une rupture d'équilibre, c’est-à-dire la 


l! 


<1 




I 




disparition d'un constituant ou d’une D hase le - , 

physico-chimique différent. X 6 eV °' Ue VerS un s y steme 

Si le nombre de paramètres intensifs est supérieur ou égal à deux la 
un , d ' é ?“" lbre ; c '“‘ 4 dire 

nouvel état d'équilibre du même système physico-chimiquT™ * V6rS 
Lois de déplacement des équilibres 

Le système étudié est en équilibre et associé à la réaction chimique d’équation 

bilan ^v, 8 ; = 0 . Celui-ci est perturbé par la modification d’un paramètre et 
évolue vers un nouvel état d’équilibre. 

Influence de la température à pression constante (loi de Van’t Hoff) 

dT 

= ou encore d(inK-) = M|I) dr 

! e . Sig , n h e d * '* dé ; ivée de la fonctio " lnK ' « donc le sens de déplacement de 
I équilibré dépend de celui de A r H\ Trois cas peuvent se présenter (dT > 0 ) : 

Si A ,H >0 (réaction endothermique) lors d’une augmentation de 

ÎceTIrnT {K O' év °' Ue vers la f °"™tion des produits 

(ce qui correspond au sens endothermique). 

• Si A r H° < 0 (réaction exothermique) lors d'une augmentation de 

ia form,u ” *■ ^ 

Lr j 0 i reacti ° n athermique ’ cas rare ) le système n'évolue pas sous 
d 'équilibre. §ement de tern P® ratu re. Celle-ci n’est pas facteur 

Influence d e la pression à température constante (loi de Le Châtelier) 

L affinité chimique du système s’écrit : 

A = -4*(T)-Rrin(Q) = ftrin|^-j 

U température fa™ fixé* K'e,t fixé* <3 varte et le sig „, d , Mnilé !e 
déduit de celui de In 


^ J. Il suffit donc d’évaluer Q par rapport à K\ ou 


encore d’étudier le signe de d 


Inl — 


Qjj 


dQ 


, ou encore : 




Écrivons le quotient de réaction sous la forme suivante : 


espèces espèces espèces 

condensées gazeuses condensées 


n 

*?\ 

fp 

k 


[p’ j 


especes 

gazeuses 


puisque l’activité d’un gaz supposé parfait s’écrit : a k = x k -4 où p est la pression 

P 

totale du système. 

Seule la pression exercée sur le système varie de dp (par exemple dp > 0 ) 
T rois cas peuvent se présenter : 

• ^ ^ 0 alors dA < 0 , le système évolue vers la formation des 

i 

réactifs il y aura alors diminution du nombre de moles gazeuses, la 
pression aura tendance à baisser. 

• Si ^ A f v(gaz) < 0 alors dA > 0 le système évolue vers la formation des 

i 

produits, il y aura encore diminution du nombre de moles de gaz, la 
pression aura encore tendance à diminuer. 

Dans ces deux premiers cas, l'évolution du système s’oppose à la perturbation 
imposée (loi de Le Châtelier). 

• Si ^ A r v(gaz) = 0 alors dA = 0 le système n’évolue pas, la pression 

i 

n'est pas facteur d'équilibre. 


RÉACTIONS EN SOLUTION AQUEUSE 


/. Équilibres acido-basiques 

• Acide, base au sens de Br0nsted : 

- un acide est une espèce moléculaire ou ionique susceptible de donner un 
proton H + ou de provoquer la libération d'un proton du solvant 

- une base est une espèce moléculaire ou ionique susceptible de capter un 
proton H + 


pH d’une solution : gg||||||| 
Activité des protons : 


WÊU l c ° =l moLL ' 1 


Constante d’acidité du couple AH/A- : AH + H 2 0 = A" + H 3 0* 






Autoprotolyse de l’eau : 2H 2 0 = H 3 0 + + HO" 
Produit ionique de l’eau : j 

A 25°C, 
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Couples de l’eau : 


HjO* /H 2 0 : H 3 0 + + H 2 0 -HjO + H,Q + 


pK a = 0 

H 2 0/H0“: H 2 0 + H 2 0 = H a O* + HO' 


pK,=pKe = 


Dans l’eau, H 3 0 + est l’acide le plus fort, HO' est la base la plus forte. 
Diagramme de prédominance pour le couple HA/A' 



pKa 


2 . 






Complexes de coordination 


Un complexe est un édifice polyatomique constitué d’un atome ou d’un 
cation central (noté M) auquel sont liés des molécules ou des ions 
appelés ligands (notés L). 


Constante de formation globale : M + nL = ML n 



B _ v [”U 

1 

[M] [L]" 

Constante de dissociation globale : ML n =M + nL 


1 _[M][L]" 
Pn [ML„] 


Constantes de formation successives : ML f | +L = ML 

. l 

M4 


1 [Mam 

Constantes de dissociation successives : MLj = ML ; , + L 


j. 


Relations entre les constantes : 


Mû*. 


pK dn =logP„ -logP„_, 


Diagramme de prédominance du complexe ML„: 
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3. Précipités 

• Produit de solubilité : A p B, (soUde) = p A^ + q Bf', 
Solution saturée (le solide se dissout partiellement) : 



On définit : 


pK s =-log(K s ) 


Solution insaturée (tout le solide s’est dissout) : 


K s 


• Solubilité : quantité maximale de matière (en moles ou en grammes) de 
produit que l’on peut dissoudre dans un litre d’une solution donnée. 

• Diagramme d’existence du précipité AB (pour p = q = I) 



pKs + log [B + ] 


REACTIONS D’OXYDOREDUCTION 

I. Réactions d'oxydoréduction 

Définitions : 

un réducteur est une espèce capable de céder un ou plusieurs électrons, 
un oxydant est une espèce capable de capter un ou plusieurs électrons. 

On définit ainsi le couple oxydant-réducteur (anciennement appelé « couple 
rédox ») qui se compose de l’oxydant et du réducteur conjugué (l’oxydant 
réduit). On le note sous la forme : oxydant/réducteur abrégé pour la suite en 
ox/red. 

Les réactions d'oxydoréduction se présentent comme un processus de transfert 
électronique. La réaction se produit nécessairement entre deux couples rédox. 
Un oxydant Ox, reçoit des électrons et devient un réducteur Réd, et un 
réducteur Réd 2 cède des électrons et devient un oxydant, Ox 2 . 

Demi-équation électronique (I) (Ox, +/?, e“ = Réd,)xn 2 

Demi-équation électronique (2) (Réd 2 = Ox 2 + n 2 e~ ) xn, 
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2 . Nombre d'oxydation 

Le nombre d'oxydation, n.o., caractérise l'état d'oxydation d'un élément dans un 
ion ou une molécule. Le nombre d'oxydation est un entier s'écrivant entre 
parenthèses, en chiffres romains. Les règles sont les suivantes : 

•Dans un ion monoatomique, le nombre d’oxydation est le nombre de 
charge algébrique : Na + (l), Mg J+ (||), Ai 3 * (III), Cr(-I), S 2 ' (-11). 

‘Dans une molécule, on attribue pour chaque liaison, le doublet 
électronique a I element le plus électronégatif. Le nombre d'oxydation de 

élément* 6St 3 0rS e§al a ' a S ° mme dSS nombres de char 2 e fictive de cet 

Pour déterminer le nombre d’oxydation, il faut écrire la structure de Lewis, 
ttnbuer le doublet a l element le plus électronégatif puis compter le nombre de 

!<"»*• - <■"> « «m <1. 




H 

H 

n.o. = (+1) 

— n 


n.o. = (+|) 


/ 

\ C 


n.o. = (-111) 


n.o. = (-11) [üJ n -°- = ( + 0 


vNr-H 


n.o. = (+1) 


H 


n.o. = (+|) 


Généralement, dans une molécule ou un ion, l'hydrogène H est au nombre 
d oxydation ( ) (sauf dans les hydrures et H 2 ) et l'oxygène O au nombre 
d oxydation ( ) (sauf dans les peroxydes et 0 2 ). 

3 . Piles électrochimiques 

3. 1 . Anode I Cathode : 

■ Une électrode siège d’une oxydation est appelée anode 
- Une électrode siège d’une réduction est appelée cathode 
Moyen mnémotechnique : « règle du chat rouge = RED CAT » 

3.2. Pile électrochimique : 

La réaction est : 

A l’anode (-), Red, =0x, +n,e~ 

A la cathode (+), n 2 e~+Ox 2 =Red 2 


anode (-) 


n P x 2 +n 2 Red , =n 2 0x,+n, Red 2 
Exemple : La pile Daniell : 

A l’anode (-), Zn = Zn 2+ + 2e' 

A la cathode (+) , Cu 2 * + 2 e' = Cu 



Zn + Cu 2 * = Cu + Zn 2 * 
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4 . Formule de Nernst 

4.1. Force électromotrice 

La force électromotrice (f.e.m.) d’une pile est la différence de potentiel entre la 
cathode et l’anode. 

4.2. Potentiel de Nernst 

A un couple rédox, Ox /Red de demi-réaction électronique 
pOx +qH + +ne" = rRed , est associé un potentiel d'oxydoréduction ou 
potentiel d’électrode. Celui ci est donné par la formule de Nernst : 




v («...T 


Où : a ox et a Red sont les activités de l'oxydant et réducteur , 

R est la constante des gaz parfaits, T la température absolue et F la 
constante de Faraday (F = 96500 C • mol" 1 ) 


A 25°C, l’expression se simplifie en 


cL. ro rn;/ ^ ^ u 



M 




Par définition, E°(0x/Red) est la valeur du potentiel rédox lorsque oxydant et 
réducteur ont leur activité égale à I . C’est le potentiel d'électrode standard du 
couple d'oxydoréduction, Ox l Red à la température T considérée. 

4.3 . Electrodes de référence 

Comme nous ne pouvons mesurer que des différences de potentiel, le potentiel 
d’une électrode est défini par rapport à un potentiel de référence. 

Electrode Standard à Hydrogène 
Une électrode de platine plonge dans une 
solution d'acide. Cette électrode est placée à 
l'intérieur d'un tube de verre dans lequel 
arrive un courant de dihydrogène gazeux sous 
une pression connue. La réaction rédox se 
produisant peut s'écrire : 

2H 3 0 + + 2e‘ = H 2(f) + 2H 2 0 et le potentiel de 


électrode 
de Pt 


Nernst est : 


E = E° (HjO* / H 2 ) + 0, 03 • log 


[h 3 o*]/c° 

P H /P° 

H 1 



avec C° = 1 mol.L- 1 et P° = I bar. 

L'électrode standard à hydrogène, notée 
E'S’H- correspond à pH = 0 et 

P (H 2 ) = l bar. Par convention, le potentiel de 
cette électrode est nul à toute température. 

En pratique, cette électrode est très peu utilisée car peu commode à manipuler. 
On utilise des électrodes secondaires comme celle au calomel saturée en KCI. 
Son potentiel vaut £ = 0,246 V à 25°C. 


H 3 0 + , Imol/L 
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5 . Classification rédox — Règle du gamma 

S.L Relation entre l'affinité et les potentiels de Nernst 

Soit la pile dont I équation bilan de fonctionnement est : 
n 2 O x , -f n,Réd 2 = n 2 Réd, + n,Ox 2 . 

Si cette pile est en circuit ouvert, alors l’affinité de la réaction est : 



• si £, > E 2 , A > 0 et la réaction se fait dans le sens de réduction de l’oxydant 
le plus fort (Oxi) 

• Sî £| = ^2 » A = 0 et il y a équilibre chimique 

• Si £, < £ 2 , A < 0 et la réaction se fait dans l’autre sens. 

5.2. Règle du « gamma » 



L’oxydant le plus fort réagit sur le réducteur le plus fort (règle du gamma) 
Constante d’équilibre : 

Pour la reaction n 2 Ox, + n,Réd 2 = n 2 Réd, + n,Ox 2 on montre que la constante de 
la réaction est égale à : 


Q^f#î 


OXYDO-REDUCTION EN PHASE « SECHE » 
DIAGRAMMES D’ELLINGHAM 
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A partir d’un minerai naturel (très souvent une forme oxydée d’un élément), on 
aimerait obtenir un métal, il faut donc savoir quel réducteur utiliser et dans 
quelles conditions. Les diagrammes d’Ellingham permettent de répondre à la 
question lorsque la réduction se fait en phase « sèche ». 


I. Construction du diagramme d’Ellingham 

Considérons un couple oxydant réducteur M x O y /M . L’équation bilan de la 


Par convention la réaction est toujours écrite dans le sens de l'oxydation et 
pour une mole de dioxygène. 


réaction formation d’un oxyde est 


2x ■ • ■ ■ " J - ? 

— M + 0 1() --MO 

y y 


Dans l’approximation d’Ellingham, les courbes À r G° = f (T) sont des 
segments de droites. Les ruptures de pente correspondent aux 
changements de phases du métal M ou de son oxyde M x O y ce qui revient à 

dire que, dans le domaine de température étudié, A r H° et A r S° sont 


indépendants de la température : A r G° = A r H°(298)-TA r S°(298) 


Le signe de la pente dépend du signe de A r S°(298). Comme l’entropie est une 
« mesure de désordre », l’entropie de réaction est négative s’il y a 
diminution de la quantité de matière gazeuse et positive s’il y a 
augmentation de la quantité de matière gazeuse. Pour un métal et son oxyde à 
l’état solide, la pente est donc positive. 

. Pour le couple, CO^/C (s)t la réaction d’oxydation est 2C (j) + 0 2(s) = 2CO (g) et 


la pente est négative. 

Lors du changement d’état (fusion F ou vaporisation E) du métal à la 
température de changement d’état la pente du segment correspondant est plus 
forte. 

Lors du changement d’état (fusion ou vaporisation) de l’oxyde à la température 
de changement d’état, la pente du segment correspondant est plus faible. 




2 . Domaines d’existence et de stabilité 

2. 1. Cas d'un métal et son oxyde à l'état liquide ou solide 

L’affinité de la réaction s’écrit A = -A f G = -A,G°(7) + R7| n 




Les points du plan, situés au-dessus de la ™,,rk 
p . i p \ us ae la courbe correspondent à 

0 , (P 0 , )" soit A > 0 : le système tend à évoluer vers la formation de l’oxyde 

ï vsrarKst ^ üsÿsï 

“““ d ' '* “" rte '« d’exkttn» de l'oxyde M O 

Le dioxygène est le seul produit gazeux : * 1 


A r G°=-R7ln(K°) = R7ln 


(Pr 


°2 


A r G°(kJ.mor') 


On trace la droite définie par y(T) = P 7 | n ^°; 

. P° ‘ 

Pour une pression P„ 

°î 

fixee, la température 
d’équilibre est obtenue 
par intersection du 
diagramme d’Ellingham 

de Ja droite —100 

ry. 


y = R7ln 


[P° 



-300 


y (T) = RT In 

po 


y(T) = RT ln-^=- 

po 


2.2. Cos c/u carbone 

Les deux réactions d’oxydation du carbone (graphite) sont : 

(*) 2 {f) I enthalpie libre standard vaut : 

A,G| =-393-0,003 7 kj • mol' 1 (courbe b) 
2C d + °xt) = 2CO d ) don t l’enthalpie libre standard vaut : 

A,G° =-221-0,179-7 kj-moP' (courbe a) 
Ces deux courbes se coupent pour T = 980 K. 


Nous pouvons considérer une troisième réaction 2CO +0 =2CO 
précédentes :' Pie ^maison linéaire ’ des deux 

A r C 3 -2A ,G, -A r G j =-565 + 0,179-7 kj • mol' 1 (courbe c) 

Le diagramme montre que pour 7 < 980 K, les domaines de stabilité de CO 
sont disjoints. Le monoxyde de carbone n’est pas stable. Il se dismute selon 
(f) +C = (équilibré de Boudouard). Nous ne devons considérer 

que l’équilibre C (f) + 0 J(f) = C0 2(t) . Pour 7 >980 K, le domaine de stabilité 
CO est par contre limité par deux demi droites, d’où le diagramme ci-dessous. 


A,G (kj-mol ') 7 -980 K A,G °(kJ-mol ') 7 = 980 K 



2.3. Exploitation - Prévision de réactions 

Comment prévoir le sens d'une réaction de type : 

MO (l) + M (î , = MO (2) + M (l) 

Cette réaction est la combinaison linéaire des réactions : 


2M (I)+ 0 2 =2M0 (I) A r G° 


donc A G 


0 - A r G° -A r G,° 


[2M (J)+0î = 2M0 (2) A r G» 2 

La connaissance du diagramme d'Ellingham permet pour chaque température de 
connaître le signe de A r G° . 


Dans le cas le plus fréquent, l’affinité de la réaction est A = -A, G = -A r G° 

A > 0, A r G°<0, alors la réaction évolue vers la formation des 
produits M (l) et MO (2) jusqu’à la disparition de l'un des réactifs. 

si A < 0 , A r G 0 > 0 alors la réaction évolue vers la formation des 
reactifs M (J) et MO (l) , jusqu’à la disparition de l’un des produits. 
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DIAGRAMMES E-PH ET CORROSION 

/• Elaboration d un diagramme potentiel-pH 

Le diagramme potentiel-pH permet la représentation dans le plan (E-pH) des 
domaines de prédominance/existence des différentes formes d'un élément en 
fonction du potentiel E (mesuré par rapport à l’électrode standard à hydrogène) 
et du pH. Les domaines sont séparés par des segments de droites. 

D'apres la relation de Nernst, la forme oxydante d'un couple prédomine pour 
les valeurs élevées du potentiel. Ainsi aura-t-on en général : 


E 

Ox 



0 f>H 

La construction du diagramme se déroule en plusieurs étapes : 

• Inventorier et regrouper les différentes formes d’un élément selon les degrés 
d’oxydation. 

• Classer les différentes formes de haut en bas par degré d'oxydation 
décroissant. 

• Déterminer les valeurs du pH correspondant à la frontière entre deux 
formes d’un élément au même degré d’oxydation. 


Par exemple, pour l’élément fer : 


nombre d’oxydation 

PH, PH, 

111 

F < Fe (OH)j (s) 

II 

Fe «q Fe (OH)*, 

0 

Fe co 


Pour des hydroxydes solides de formule M(OH) p(s) , la valeur du pH = pH, à 
partir de’laquelle la forme solide existe se détermine grâce à l’expression de la 
constante de solubilité K s = [OH - ]*’ [M p+ ] . 

Dans le plan (E-pH) , la limite du domaine d’existence de la forme solide est 


donc une droite verticale d’équation 
[M p+ ] = constante. 


x = pH,=pK e - 


pK,+i 0 g[>rl 

p 


avec 
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2. Exploitation du diagramme 

2.1 . Diagramme potentiel-pH de l'eau 


E° (0 2 /H 2 0) = 1, 23 V ; £°(H 2 0/H 2 ) = 0,00 V ; p Qi =1 bar ; p Hj =1 bar. 

*E(V) 


Le domaine de stabilité thermodynamique de l'eau 
(H 2 0 ) est situé dans la zone délimitée par l’inégalité 
-0,06 pH< £<1,23-0,06 pH. 



2.2. Stabilité des solutions aqueuses 

Pour les réactions se déroulant en milieu aqueux, il est indispensable d’examiner 
l'action oxydante ou réductrice de l’eau sur les différentes espèces. Deux 
espèces, dont des domaines sont disjoints, réagissent. Afin de connaître la 
stabilité d’un élément (Ox/Red), le diagramme potentiel-pH de l'eau sera 
superposé à celui de l’élément étudié. Il convient alors d’envisager trois cas : 


Si la frontière E, est au-dessus de celle du couple 
0 2 (j) / H 2 0 alors l'oxydant Ox, oxyde l’eau en 


0 2(g) . C’est le cas 
thermodynamiquement 
(MnO;, HOCI, Cl 2 ...). 


des oxydants forts, 

instables dans l’eau 


1 ,23* 
1- 

^Ox 

-!£l^edp 

h 2 o 

£ 

0 


j 

f (V) 

1,23- 


1- 

£2 

l^Ox, 


H 2° Rédp— 


_ -g 

0 

hT^— 

j 


1,23- 


1- 

H 2° P H 

^ 

0 

hT" — 

£3 

■^_JDx 3 




Si les deux formes Ox 2 ou Réd 2 présentent un 
domaine commun avec H 2 0 , elles peuvent exister 
en milieu aqueux. Le potentiel d’équilibre de la 
solution se situera dans la zone commune aux deux 
espèces qui coexistent. 


Si la frontière E 3 est en dessous de celle du couple 
H 2 0 / H 2 alors le réducteur Réd 3 réduit l’eau en 
dihydrogène H 2(g) . C’est le cas des réducteurs 
forts (Fe, Na, ...). 


Les diagrammes E-pH permettent de savoir si une réaction est 
thermodynamiquement possible mais ne nous renseignent pas sur la cinétique de 
cette réaction. 


»>-nimie 
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Phénomènes de corrosion 

3. Présentation des courbes intensité-potentiel 

Les courbes Intensité-potentiel traduisent l’aspect cinétique d'une réaction. 

Dans une solution on plonge une électrode, l’électrode de travail (F T\ • 

s- 7 

de reference, ainsi on a accès au potentiel d’électrode de £ T 6 

Pour faire varier le potentiel de £ .7, on doit branrh^r - ■ 

Montage pour le tracé des 
courbes intensité-potentiel : 

Dans la solution on trouve en plus de 
î eau et de ses Ions, une forme 
oxydante et/ou réductrice d’un 
élément. 


i,. . . , de travail 

l’électrode HtST ‘ *“ rePréSe " tée en f ° nCtion du P«*"«W £ de 

. Se '°; ' a Va ' eUr de ' a f ' e ' m - du g^^ateur, l’électrode de travail sera tantôt • 

- I anode dans ce cas. le courant anodine /. correspond à une 
oxydation, R e d-»Ox+ne _ et il «, 

convention. compte positivement par 

• fc-tak*. C. eu I. courant cathodiquè eorrespo „ d . ^ 
réduction Ox + ne" -> Red . Il est négatif. 

Deux cas se présentent : 

• Les systèmes électrochimiques rapides caractérisés ™r 
nul dès que le potèntl.l diffère 

Us echangeselectroniques >u nivsau de l'électrode sont très rapide’ ' 

• Les systèmes électrochimiques lents caractérisés narnn^ 

pour u ne ' arge p|age de potentie| autour ^ gvnco -nt quas, nu, 

échangés électroniques au niveau de l’électrode sont très lents. L 


Electrode 
de référence 


-e- 


(E.C.S.)^. § énérate ^ (mA) 

A 4 ri 


Contre 

électrode 


Electrode 
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valeur unique du potentiel valeurs du potentiel 


4 . Electrolyse 

Dans l'industrie, l'électrolyse est une méthode de séparation d'éléments ou de 
composés chimiques liés utilisant l'électricité. 

Dans une cellule électrochimique, introduisons les espèces rédox Red/ et 0x2 
des couples Ox//Red/ et OxiIRedi en supposant que le potentiel de Nernst du 
couple / est plus élevé que le potentiel de Nernst du couple 2. La « règle du 
gamma » nous apprend donc qu’aucune réaction spontanée (Ox/ + Redi = 
Redi + Oxi) se fait. Il va donc falloir forcer la réaction inverse, la réaction 
d’électrolyse : 


Dans ce cas, nous pourrons représenter les courbes intensité-potentiel 
/ =f(E) de la manière suivante : 



^ 

) 

^ 

< i 


\t: 

île 


► 

E* 



îla 

Red c ^-Ox c 

^ 


E s 

Egéné 






► 


Avec : 

E a potentiel de Nernst du couple réagissant à l’anode (donc Oxi/Redi) 

E c potentiel de Nernst du couple réagissant à la cathode (donc Oxz/Redz) 


hi 


i 


, i 
; i 
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On appelle surtension cinétique q l'excès de tension qu’il faut appliquer à 
electrode par rapport au potentiel d'équilibre pour observer réellement la 
réaction, T] 0 — £-£ o , la surtension anodique est positive et r| ; =£ — £ , la 

surtension cathodique est négative. La valeur dépend de la nature de l'électrode 
et de la cinétique du système. 


5 . La corrosion 

5.1. Définition 

Il s’agit de l’oxydation en milieu aqueux d’un métal. Elle se produit à la 
température ambiante et les oxydants sont principalement l'eau et le 
dioxygene. 

5.2. Corrosion uniforme 

Toute la surface du métal en contact avec la solution oxydante est 
uniformément attaquée. La prévision de ce phénomène s’étudie à l’aide des 
diagrammes potentiel-pH, appelés diagrammes de corrosion où les 
concentrations des espèces solubles sont prises égales à ICT 6 mol-L' 1 (donnés 
ci-dessous). Nous définissons trois domaines dans le diagramme : 



• Le domaine d’immunité correspondant au domaine de stabilité 
thermodynamique du métal. 

• Le domaine de corrosion correspondant au domaine pour lequel 
I oxydation du métal est thermodynamiquement possible et conduit à des 
espèces solubles. 

• Le domaine de passivité correspondant au domaine où l’oxydation est 
thermodynamiquement possible mais l’hydroxyde (ou l’oxyde) formé en 
surface constitue une pellicule empêchant la poursuite de la corrosion (ce 
n est pas vrai pour tous les métaux, en particulier le fer) 
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6 . Utilisation du zinc pour la protection du fer 

Pour protéger le fer de la corrosion, nous disposons de différentes méthodes : 
Par méthode physique, nous protégeons le fer du milieu corrosif 
extérieur par application en surface de peinture, film plastique, etc... 
Cette protection dure tant que cette couche protectrice n’est pas altérée. 
Chimiquement, nous pouvons former des alliages avec un métal, comme le 
chrome, le titane ou l’aluminium, il se forme à la surface un film d’oxyde 
imperméable à l’oxydant. C’est le phénomène de passivation. 
Chimiquement, nous déposons, sur le fer, un métal plus réducteur que lui, 
comme le zinc. Il existe plusieurs procédés : 

• galvanisation à chaud. Il s'agit d'une réaction de diffusion dont le résultat 
est la création d’alliages Zn/Fe à la surface de la pièce en fer. Le zinc est 
stable à pH = 6 grâce à la surtension. 

• électrozinguage est une méthode électrolytique : la pièce de fer à 
recouvrir de zinc joue le rôle de cathode (+) . 

• Avec une anode sacrificielle, nous créons une pile de corrosion en 
reliant par un conducteur, le fer à protéger à un bloc de zinc. A la surface de 
la cathode en fer, la réaction de réduction peut s’écrire : 
2H 2 0 + 2e" = 2HO" + H 2 et le zinc joue le rôle de l’anode et se consomme 
selon Zn = Zn 2+ + 2e" d’où le nom du procédé. 


L-nimie 



Constantes d’acidité à 25°C 

nom de l'acîde 

formule 

nom de la base 

formule 

K. 

Acide perchlorique 

hcio 4 

Perchlorate 

cio; 

fort 

Acide chlorhydrique 

HCl 

Chlorure 

cr 

fort 

Acide sulfurique 

H2SO4 

Hydrogénosulfate 

hso; 

fort 

Hydrogénosulfate 

hso; 

Sulfate 

so^ 

1,3 X I0-* 

Acide nitrique 

hno 3 

Nitrate 

NO J 

fort 

Acide oxalique 

H2C204 

Hydrogénooxalate 

hc 2 o; 

6,3 X 1er 2 

Hydrogénooxalate 

HCjO; 

Oxalate 

c,o*- 

5,0 x lO' 5 

Acide phosphorique 

H3PO4 

Dihydrogénophosphate 

h 2 po; 

7,5 x |0- 3 

Dihydrogénophosphate 

h 2 po; 

Hydrogénophosphate 

hpo;- 

6,2 x |<r* 

Hydrogénophosphate 

H PO J* 

Phosphate 

poJ- 

4,8 x I0' 13 

Acide méthanoïque 

HCOOH 

Méthanoate 

HCOO" 

1,0 X I0- 3 

Acide fluorhydrique 

HF 

Fluorure 

F' 

3,5 x lcr» 

Acide benzoïque 

CôHsCOOH 

Benzoate 

CjHjCOO" 

6,7 X 10- 5 

Acide éthanoïque 
(acétique) 

CHjCOOH 

Ethanoate (acétate) 

CH3COO- 

r 1,75 x io- s 

Acide propanoïque 

C2H5COOH 

Propanoate 

C 2 H s COO- 

1,3 x |0" s 

Dioxyde de carbone 

CO2 + H 2 0 

Hydrogénocarbonate 

hco; 

4,5 X 10- 7 

Acide sulfureux 

h 2 s 

Hydrogénosulfure 

HS~ 

1,0 X I0" 7 

Hydrogénosulfure 

HS" 

Sulfure 

S 2 - 

1,0 X I0-' 3 

Acide hypochloreux 

HCIO 

Hypochlorite 

CIO- 

4,0 x K)-* 

Ammonium 

Z 

X 

+ 

Ammoniac 

nh 3 

6,3 x IO" 10 

Phénol 

c 6 h 5 oh 

Phènate 

C 6 H s O- 

1,3 X 10-'° 

Acide cyanhydrique 

HCN 

Cyanure 

CN- 

7,2 x |0-'° 

T riéthylammonium 

(C2H s ) 3 NH + 

Triéthylamine 

(C 2 H s ) 3 N 

1,0 X I0-" 

Hydrogénocarbonate | 

H CO; 

Carbonate 

co 3 3 - 

4,7 x I0-" 
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Produit de solubilité à 25°C 


Composé 

nom 

cations 

anions 

K, 






AgBr 

Bromure d’argent 

Ag* 

Br’ 

5,0 x 10-' 3 

AgCI 

Chlorure d'argent 

Ag* 

cr 

1,6 x |0-'° 

Agi 

lodure d'argent 

Ag* 

r 

1,5 x |0' 16 

Ag 2 Cr0 4 

Chromate d'argent 

2 Ag* 

CrO 3 ’ 

9 X I0- 12 

BaS0 4 

Sulfate de baryum 

Ba 2 * 

so;- 

1,5 x 10-’ 

CaC0 3 

Carbonate de calcium 

Ca 2 * 

co 3 3 - 

8,7 x lO' 9 

Ca 3 (PO,) 2 

Phosphate de calcium 

3 Ca 2 * 

2 po;- 

1,3 x I0- 32 

Cu(OH) 2 

Hydroxyde de cuivre II 

Cu 2 * 

2 HO" 

1,6 x |0- 19 

Fe(OH) 2 

Hydroxyde de fer II 

Fe 3 * 

2 HO' 

1,8 x |0- |S 

Fe(OH) 3 

Hydroxyde de fer III 

Fe 3 * 

3 HO" 

4 x lO- 3 ® 

FeC0 3 

Carbonate de fer II 

Fe 3 * 

CO3 3 - 

2 x |0-'° 

FeS 

Sulfure de fer II 

Fe 3 * 

s 3 - 

1,0 x io-' 7 

Ni(OH) 2 

Hydroxyde de nickel II 

Ni 3 * 

2 HO" 

5,0 x lO"' 5 

Mg(OH) 2 

Hydroxyde de magnésium 

Mg 2+ 

2 HO - 

8,9 x lO' 12 

MnS 

Sulfure de manganèse 

Mn 3 * 

S 3 - 

2 x |0-'° 

PbBr 2 

Bromure de plomb 

Pb 3 * 

2 Br" 

4,6 x 1 0" 6 

PbCI 2 

Chlorure de plomb 

Pb 3 * 

2 cr 

1,6 x I0' 5 

Pbl 2 

lodure de plomb 

Pb 3 * 

2 r 

1 ,4 x | o -8 

PbS 

Sulfure de plomb 

Pb 3 * 

S 3 - 

7 x I0- 29 

PbC0 3 

Carbonate de plomb 

Pb 3 * 

HO" 

1,5 x |0- ,s 

PbCr04 

Chromate de plomb 

+ 

JO 

Ou 

CrO;- 

2 x lO" 16 

Pb(OH) 2 

Hydroxyde de plomb 

Pb 3 * 

2 HO‘ 

1,2 x |0 IS 

ZnS 

Sulfure de zinc 

Zn 3 * 

s 3 - 

2 x lO' 22 
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Potentiels standard d’oxydoréduction à 25°C 


Oxydant 

Réducteur 

£-(V) 




^(8) 

F' 

2,87 

^3{g) 

0 2(*) 

2,08 

s 2 oJ- 

so 2 4 - 

2,01 

Ce 4+ 

Ce 3+ 

1,71 

MnO; 

Mn0 2 

1,69 

MnO; 

Mn 2 * 

1,51 

CI ÎM 

CT 

1,36 

Cr 2 C>;- 

Cr 3 * 

1,33 

Mn0 2 

Mn 2 * 

1,23 

^2(8) 

h 2 o 

1,23 

IOi 

^2aq 

U9 

Hg 2 * 

H S r 

0,91 

Hg 2 * 

H S<o 

0,85 

Ag* 

Ag 

0.80 

Fe 3+ 

Fe 2+ 

0,77 

l 2aq 

r 

0,62 

Cu 2 * 

Cu 

0,34 

s.o 2 - 

s 2 o 2 - 

0,09 

H* 


0,00 

Pb 2 * 

Pb 

-0,13 

Ni 2 * 

Ni 

-0,26 

Fe 2 * 

Fe 

-0,44 

Zn 2 * 

Zn 

-0,76 

Al 3 * 

Al 

-1,68 

Mg 2 * 

Mg 

-2,36 

Na + 

Na 

-2,71 

Li + 

Li 

-3,04 
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STRUCTURE DE LA MATIÈRE CONDENSÉE 


I. Définitions 

Chaque atome ou ion n°(i) est représenté par une sphère de rayon R • . 


Réseau : ensemble de points appelés nœuds, répartis régulièrement. Le 
réseau est défini par 3 vecteurs a,b,c non coplanaires. Un nœud N se déduit 
d'une origine O par translation : ON = ma + nb + pc, (m,n,p) sont entiers. 

Coordinence : nombre de plus proches voisins d'une sphère quelconque, 
ces voisins étant tangents à la sphère envisagée. 

Compacité C ; nombre sans dimension qui mesure le taux d'occupation de 
l'espace. En notant n le nombre d'atomes ou d’ions par maille : 


^ ; volume occupe • _ 

m 

volume de la maille 

(o A b)c 


• Masse volumique : 
le volume de la maille. 


^v~n a v 


où m est la masse de la maille et V est 


2. Empilements compacts 

Str uctu re^hexâgonal . compactée). 
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Sites intersticiels du CFC : 





habitabilité des sites octaédriques 


3. Empilement CC 


r 
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4 . Cristaux ioniques 

• La structure du type CsC! 
correspond à une structure 
cubique simple d ’anions CI" et à 
l’occupation d’un site cubique par 
le cation Cs + ou réciproquement. 
Il y a contact du cation avec les 8 
anions aux sommets du cube donc 
la coordinence du cation Cs + 
comme de l’anion CI" est 8 

• La structure du type NaCI : 

Les ions CI" forment une structure 
cubique à faces centrées et les lacunes 
octaédriques sont occupés par les 
cations Na + ou réciproquement. La 
coordinence du cation Na + est de 6 
comme celle de l’anion CI". 


• La structure blende ZnS : les atomes de zinc occupent la moitié des sites 
tétraédriques. La coordinence de Zn 2+ et de S 2 " est de 4. 





O I 04 
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5. Cristaux moléculaires 

Glace type diamant : 



6. Cristaux covalents 

Diamant : atomes de carbone 
Coordinence Q 


Graphite : atomes de carbone 





Vue en 3dimensions du graphite 
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DIAGRAMMES BINAIRES 
ÉQUILIBRES LIQUIDE(S)-VAPEUR 

/. Généralités 

/./. Notion de phase 

Une phase est une région de l'espace où les grandeurs intensives varient de 
façon continue. Les gaz sont miscibles en toutes proportions et forment qu'une 
seule phase. Un système de liquides miscibles est constitué d’une seule 
phase : c’est une solution. Un système présentant plusieurs phases est un 
mélange. 

1.2. Equilibres liquide-vapeur pour les mélanges binaires 
Un mélange binaire est un système fermé composé de deux constituants 
notés ici A et B. 

2 . Diagrammes binaires avec miscibilité totale à l'état 
liquide 

Cas d'une solution liquide idéale et de gaz parfaits 
Diagrammes isothermes 
La température du système est fixée. 

• la pression totale P de la phase vapeur en équilibre avec une solution 
idéale est une fonction affine de la fraction molaire x dans la phase liquide. 

• la pression totale P de la phase vapeur en équilibre avec une solution 
idéale est une fonction hyperbolique de la fraction molaire y dans la phase 
gazeuse. 

Lorsque les deux phases coexistent, la courbe donnant la pression pour laquelle 
il y a apparition de la première bulle de vapeur dans le mélange en fonction de la 
fraction molaire dans la phase liquide P (x) donne la composition en A de la 
phase liquide : c’est la courbe d’ébullition. 

La courbe donnant la pression pour laquelle il y a apparition de la première 
goutte de liquide dans le mélange en fonction de la fraction molaire dans la 
phase gazeuse P(y)donne la composition en A de la phase vapeur: c’est la 
courbe de rosée. 


3.3. Diagramme isobare 

Le diagramme isobare représente les lois T(y) A et T(y) fi (figure 6). 

L’intersection des deux courbes (point H) définit l'état du système pour lequel 
les deux liquides sont en équilibre avec la vapeur. Un tel mélange est appelé 
hétéroazéotrope. Les deux courbes T(y) A et T(y) fi représentent l'ensemble 
des états du système pour lesquels il y a équilibre entre un liquide et de la 
vapeur. Pour les températures inférieures à la température d’ébullition de 
l’hétéroazéotrope, T * , le système est constitué des deux liquides A et B non 
miscibles. 



3.4. Changement d’état 

Le refroidissement d’un mélange gazeux (représenté par Mi) conduit, dans un 
premier tèmps, au point M 2 où apparaît la première goutte de liquide, qui est, 
pour l'exemple considéré, constitué de A pur. 
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Figure 7 : diagramme isobare de changement d’état 
Si le refroidissement est poursuivi, deux phases coexistent alors : 

• une phase liquide constituée de A pur, 

• une phase gazeuse : sa composition est donnée par l'abscisse du point 
de la courbe de rosée à la température considérée (fragment M 2 H de la figure 

7 ). 

A la température T H , la constitution de la vapeur est celle de Phétéroazéotrope 
(Y h ). première goutte de liquide B pur apparaît. La phase gazeuse se 

condense complètement pour donner deux phases liquides constituées de 
chacun des constituants purs. Cette condensation se fait à la température 
constante 7”„. 

Remarque : le refroidissement d'un système représenté par un point M' de la 
figure 7 conduit au point M 2 pour lequel apparaît la première goutte de B pur 
liquide. Le raisonnement pour l'évolution ultérieure jusqu’au point M' est le 
même que précédemment. 

4 . Application : Distillation fractionnée 

4. /. Mélange sans azéotrope 

Considérons un mélange liquide représenté par le point M 0 sur le diagramme 
isobare (figure 8). Lorsqu'on chauffe ce liquide, une première bulle de gaz de 
composition y f apparaît à la température 7^ (point M,). 

Si cette bulle passe à l’état liquide (liquéfaction), le liquide obtenu a la même 
composition x,=y, (point Mf). Si on porte ce liquide à ébullition à la 
température T 2 , une bulle de gaz de composition y 2 apparaît. En recommençant 
cette opération un grand nombre de fois, on obtient ainsi un liquide dont la 
composition tend versx = l, c'est-à-dire A pur. L'ensemble de ces séquences 
s'appelle distillation fractionnée. 


Chimie 



Figure I : diagramme binaire isotherme pour un mélange (A, B) avec A plus 

volatil que B. 

Trois domaines sont délimités : 

ur„;tï,V" de drote 11 phase 'w* *»» 

; r . ss lo„", d "“ U! IWC J V ' rb ° te ' 11 P h “ e •*» (faibles 

• dans la portion comprise entre les deux courbes, coexistent les deux 
phases liquide et vapeur : c'est le fuseau. 

Le point M 0 représente le système dans un état donné. Son ordonnée donne la 
pression P du système. Son abscisse z 0 est la fraction molaire totale du 
constituant A dans le mélange (quel que soit son état physique). Sur une droite 
homonta e. à la pression P 0 , l’abscisse x, de M„ sur la courbe ii ébullition, 
donne la fraction molaire de A dans le liquide, celle y 2 de M 2 . sur la’ courbe de 
rosee, donne la fraction molaire de A dans le gaz. 

Le constituant A est plus volatil que le constituant B. La fraction molaire x de 
A dans le liquide est inférieure à celle y 2 dans le gaz. 

plufvoladL^ 3 ' 6 ’ ' a VaPSUr ^ PlUS rkhe qUe 16 liqUide dans le imposé le 


Chimie 




Diagrammes isobares 

La pression du système est fixée. Les diagrammes isobares T(x) et T (y) ont 
l'aspect de la figure 2. 



La courbe du haut donne la température pour laquelle il y a apparition de la 
première bulle de liquide T (y) en fonction de la composition du gaz: c’est la 

courbe de rosée. 

La courbe du bas donne la température d'ébullition (température pour laquelle 
il y apparition de la première bulle de gaz) T (x) en fonction de la composition 
du liquide : c’est la courbe d’ébullition. 


Règle des moments 

Dans ce paragraphe, la nature isotherme ou isobare des graphes n'a 
pas besoin d'être précisée. 


Soit un point M 0 représentatif 
d'un système biphasé et son 

abscisse : x 0 = — ^ — où n A et 

n 6 sont respectivement les 
nombres totaux de moles de A et 
de B dans les deux phases. 

Soient n, et n 2 les nombres de 
moles dans les phases I et 2. La 
conservation de la quantité de 
matière impose : n, + n 2 = n A + n B . 



Figure 3 : théorème des moments 


Chimie 


zuo 



Figure 8 : principe de la distillation fractionnée 


4.2. Mélange avec azéotrope 

La composition de la vapeur et celle du liquide étant la même à l'azéotrope, il est 
impossible, de séparer, par distillation, les constituants d’un mélange binaire avec 
azéotrope. 



Figure 9 : montage de distillation fractionnée 
Lorsque l'azéotrope présente un maximum pour sa température d'ébullition 
(figure 10), A pur est alors obtenu en tête de colonne (bas de la colonne de 
distillation) si la fraction molaire x 0 du mélange initial est supérieure à celle de 
l'azéotrope x az . 


Chimie 


207 

C est B pur qui est obtenu en tête de colonne si la fraction molaire x' 0 du 
mélange initial est inférieure à celle de l'azéotrope x 02 . La composition du 
mélange dans le bouilleur tend vers celle de l'azéotrope. 



Figure 10 : distillation avec azéotrope à maximum de température 

Lorsque l’azéotrope présente un minimum pour sa température d ébullition 
(figure 10), le mélange azéotropique est alors récupéré en haut de colonne et un 
des deux liquides presque pur reste dans le bouilleur. 



Figure 10 : distillation avec azéotrope à minimum de température 
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5, 6705 1 x I O' 6 W ■ m' 2 • 

constante de la loi de déplacement de 
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KJ 
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6 x I O 2 * kg 
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R T 
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vitesse orbitale moyenne de la Terre y 

Excentricité de la Terre e 

masse du soleil M s 
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